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1 Johdanto
1.1 Esipuhe
Tämä pro gradu -tutkielma käsittelee integraalia ja pinta-alaa. Tutkielmaa varten
kehitetyt tehtävät pyrkivät palvelemaan lukion integraalikurssin opetusta. Lähtö-
tietoina oletetaan olevan yleisimpien alkeisfunktioiden tuntemus, geometria, ava-
ruusgeometria ja derivaatta. Tutkielman tehtäviin ei sisälly tilavuuslaskentaa.
Tutkielmassa pyritään avaamaan integraalilaskennan teoriaa tehtävien keinoin
niin, että oppilaat itse voisivat niitä tekemällä oppia matematiikkaa ja sen teo-
riaa itsenäisesti. Tehtävät pyrkivät lisäämään oppilaiden käsitteellistä osaamista
sekä kokoamaan aihekokonaisuuksia yhteen. Tehtävät ovat avoimia tai suljettuja
ja ne on pyritty rakentamaan niin, että ne olisivat sopivan haastavia ja olisivat
matemaattiselta sisällöltään syvällisiä. Aihealueittain on pyritty luomaan hieman
helpompia ja haastavampia tehtäviä.
Tutkielmassa esitellään ensin avoimet ongelmatehtävät ja paneudutaan niiden
merkitykseen opetuksen näkökulmasta, jonka jälkeen siirrytään integraalikurssin
matemaattiseen sisältöön ja tehtävien pariin. Tehtävän ja sen mahdollisten alakoh-
tien esittelyn jälkeen seuraa siihen liittyvää pohdintaa ja esimerkkejä siitä, kuinka
sitä voi lähestyä ja lähteä ratkaisemaan. Pohdinnoissa pyritään antamaan selkeä
kuva siitä, mikä on tehtävässä oleellista. Johdannot tehtävien välillä on kirjoitettu
opiskelijaa ajatellen.
1.2 Mitä ovat avoimet ongelmatehtävät?
Avoin tehtävä on matemaattinen tehtävätyyppi, jossa joko alku tai loppu on avoin
tai molemmat ovat avoimia. (Pehkonen, 2005) Toisin sanoen tällaiseen tehtävä-
tyyppiin ei ole yhtä ainutta oikeaa ratkaisua tai oikeaan ratkaisuun voidaan pää-
tyä useista eri lähtökohdista. Suljettu tehtävä on jossain mielessä avoimen tehtävän
vastakohta. Suljetussa tehtävässä on annettuna valmiina lähtötiedot ja sen vas-
taus on yksikäsitteinen. Avoimissa tehtävissä on oleellisesti kyse siitä, että oppilas
pääsee tai joutuu tekemään itsenäisiä valintoja, perustuen hänen intuitioon tai
matemaattiseen tietoon. Näillä valinnoilla on vaikutusta tehtävien ratkaisuihin.
Ongelmatehtävä on tehtävä, joka on sopivan haastava ratkaisijalleen. Se siis
määritellään ratkaisijan näkökulmasta. Jos ongelmatehtävä on helppo, se muut-
tuu rutiinitehtäväksi. Ratkaisija tietää valmiiksi minkälaisilla metodeilla päästään
lopputulokseen. Jossain mielessä voisi ajatella, että maaliviiva näkyy tällöin jo
lähtöviivalta. Jos ongelmatehtävä on liian vaikea, se ei ota auetakseen ja siitä ei
saa kiinni. Ongelmatehtävän ydin on siinä, että se saa ratkaisijan mentaaliset pro-
sessit liikkeelle ja, jos mahdollista, mielekkäällä tavalla (esim. Kantowski, 1980).
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Avoimet ongelmatehtävät on tehtävätyyppi, jossa pyritään yhdistämään nämä
kaksi ominaisuutta. Tällaisen tehtävän tulee antaa vapauksia ja olla sopivan haas-
tava. Opetuksellisesta näkökulmasta ideaalissa tehtävässä on yksinkertaiset piir-
teet, jotta heikommat laskijat saavat tehtävästä kiinni, mutta siitä löytyy myös
haastetta ja syvyyttä taitavimmille osaajille.
Kuva 1:
Klassinen esimerkki avoimesta ongelmatehtävästä on neliön jakamis-
tehtävä, jonka myös Erkki Pehkonen on esitellyt. Tehtävässä on annettu
neliö, joka pitää jakaa viivalla esimerkiksi kahteen yhtenevään osaan.
Tehtävään löytyy lukuisia erilaisia ratkaisuja. Neliön voi jakaa kahteen
yhtäsuureen osaan suoralla, murtoviivalla tai vaikkapa käyrällä. Oleel-
lista on se, että ne kulkevat keskipisteen kautta ja ovat sen suhteen
symmetrisiä, siis pisteen suhteen symmetrisiä. Tehtävä toimii loistavasti
geometriassa tai symmetriaan tutustuttaessa. Se on yksinkertainen ja
jopa helppo, mutta silti yllättävän monihaarainen.
Avoin tehtäväformaatti kehitettiin tutkimuksen tuloksena, jossa mie-
lenkiinnon kohteena oli matemaattisen korkean tason ajattelun taito
opetuksessa, vuosina 1971-1976. Vaikka projekti oli suunnattu oppi-
laiden arvioimisen kehittämiseen, tutkijat näkivät avoimiin tehtäviin perustuvien
tuntien mahdollisuudet opetuksen ja opiskelun kehittämiseen. (Becker & Shimada,
1997)
1.3 Avoimet ongelmatehtävät opetuksessa
Matemaattisen ongelmaratkaisutaidon kehittyminen on eräs valtakunnallisen ope-
tussuunnitelman mainitsema tavoite matematiikan opiskelussa.
..kehittää lausekkeiden käsittely-, päättely- ja ongelmanratkaisutaitojaan
(OPS, 2003)
Matemaattinen logiikka ja luovuus ovat oleellisia osia matemaattisissa on-
gelmaratkaisutaidoissa. Nämä, luovuus ja logiikka, ovat tietyssä mielessä janan
päätepisteet. Jos loogista ajattelua painotetaan, menetetään luovuutta. Sama pä-
tee myös toisinpäin. Tärkeää on näiden kahden tasapaino (Bergström, 1985). On
tärkeää, että näitä molempia harjoitetaan.
Perinteisistä suljetuista tehtävistä löytyy selkeä oikea vastaus ja oikea tai hyvä
matemaattinen prosessi, joka johtaa ratkaisuun. Suljettujen tehtävien kohdalla
tilanne opetuksessa on suoraviivainen. Tehtävän ratkaistuaan oppilas voi itse varmis-
tua ratkaisun oikeellisuudesta tarkistamalla vastauksen kirjasta. Opettajalle tilanne
on tällöin yhtälailla suoraviivainen. Suljettujen tehtävien ongelmana opetuksessa
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on niiden jäykkyys. Ne eivät haasta pohtimaan laajemmin kokonaisuuksia ja mer-
kityksiä. Suljetut tehtävät palvelevat loogisten rakenteiden oppimisessa ja muis-
tamisessa. Oppilaat saavat tiedon siitä, miten matematiikkaa lasketaan, mutta
eivät välttämättä ymmärrä siitä juuri mitään. Keskeistä on ymmärtää, miksi tehtävä
voidaan ratkaista tietyllä menetelmällä, ja osata tarkistaa, saiko oikean tai edes
uskottavan tuloksen.
Matemaattisen ajattelun ja luovuuden kehittämisen menetelmänä tarjotaan
usein ongelmaratkaisua (mm. Mason, Burton & Stacey 1982; Schoenfeld 1985;
Stanic & Kilpatrick 1988). Tähän tavoitteeseen voidaan pyrkiä opettamalla mate-
matiikkaa avoimien ongelmien kautta samalla korostaen oppilaan omaa aktiivi-
suutta oppimisessa.
Avoimet tehtävät soveltuvat mainiosti haastamaan oppilaan ajattelua. Ne aja-
vat oppilaan tekemään itsenäisiä johtopäätöksiä koskien opiskeltavaa aihetta tai
siihen liittyvää teoriaa. Tehtävän avoimuus tuo tehtävän ratkaisemiseen vapautta
ja tilaa opiskelijan omille johtopäätöksille. Näin ne antavat tilaa matemaattiselle
luovuudelle. Avoimet tehtävät sopivat hyvin mallintamaan arkielämän tilanteita,
joissa ei ole suoraan annettuja ongelmia tai ongelmiin yksikäsitteisiä vastauksia.
Matemaattisten käsitteiden ollessa hallussa, ne antavat mahdollisuuden matemaat-
tisten konseptien laajempaan tarkasteluun.
Becker ja Shimada summaavat avoimien ongelmatehtävien hyötyjä opetuksessa
seuraavasti.
• Oppilaat osallistuvat aktiivisemmin tunneilla ja ilmaisevat ideoitaan useam-
min.
• Oppilailla on useammin mahdollisuuksia käyttää matemaattista osaamistaan
kokonaisvaltaisesti.
• Jopa heikommat oppilaat pystyvät vastaamaan tehtäviin omalla tavallaan,
mikä on arvokasta.
• Oppilaat ovat luontaisesti motivoituneita antamaan todisteita.
• Oppilaat saavat arvokkaita kokemuksia keksimisen ilosta ja saavat kanssaop-
pijoidensa hyväksynnän.
(Becker & Shimada, 1997)
Avoimia tehtäviä ei juuri ole perinteisessä oppikirjallisuudessa, mikä on puute
matematiikan opetuksessa. Olisi hyödyllistä käyttää opetuksessa avoimia tehtäviä,
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joiden mahdollisia ratkaisuja olisi mietitty valmiiksi ja, jotka olisi suunniteltu
palvelemaan tietyn matemaattisen lauseen tai asiasisällön oppimisessa. Tällöin
opettajan olisi helpompaa käyttää näitä tehtäviä. Myönnettäköön, että opettajal-
la tulisi olla hyvä aineenhallinta ja kyky luoda hyviä tehtäviä. Sitä ei voi kieltää.
Kuitenkin tietynlainen mukavuuden halu ohjaa monesti toimintaa, joka johtaa
työmäärän keventämiseen ja epävarmuustekijöiden karsimiseen. Avoimen tehtävän
luominen sinänsä on varsin helppoa. Suljetusta tehtävästä tarvitsee jättää vain
joitain lähtötietoja pois ja näin asettaa oppilas asemaan, jossa hän joutuu tekemään
autonomisen valinnan. Tehtävän osuminen halutun teorian oppimiseen ei ole yhtä
helppoa ja sen ratkaisun tarkistaminen ja arvioiminen on vaativaa.
Avoimuuden formaatilla on luonnollisesti myös haasteita. Avoimen tehtävän
läpi käyminen yhteisesti saattaa olla raskasta. Paljon on kiinni siitä, riittääkö op-
pilaiden mielenkiinto tarkastelemaan tehtävän sisältöjä syvällisesti tai eri näkökul-
mista. Jos avointa tehtävää tehdessä käy niin, ettei oppilas saa siitä kiinni tai
ei pääse siinä eteenpäin, saattaa hänen mielenkiintonsa lopahtaa. Oppilas tarvit-
see tukea, rohkaisua ja apua, jotta pääse yli sen, mihin ei siinä hetkessä itse pysty.
Toisaalta heikko lähtötaso voi olla este tehtävän syvällisemmän ratkaisemisen kannal-
ta.
Opetuksellisesta näkökulmasta voisi olla hyvä asia käydä yhteisesti avoin tehtävä
laajuudessaan läpi. Tällöin tehtävä voitaisiin purkaa läpi syvyydessään. Käytän-
nössä tehtävistä varmaan ehditään käymään läpi johtoajatukset, ne merkittävät
löydökset, jotka ovat tehtävän ydintä. Ajankäytöllisesti kannattanee pureutua mie-
luummin syvällisesti yhteen tehtävään kuin useampaan pinnallisesti. Jos tehtäviä
ei käydä yhteisesti läpi ollenkaan, on syytä kysyä, kuinka oppilaiden ratkaisut
tarkistetaan ja mistä he tietävät ratkaiseensa tehtävän hyvin. Jos opettajan olisi
tarkoitus ohjata jokaista oppilasta kerrallaan, niin varmasti aika loppuisi lyhyeen.
Opetuksen tukena voidaan kurssilla käyttää tieto- ja viestintätekniikkaa. Esi-
merkiksi opetusta voidaan järjestää käyttäen opetusvideoita. Kurssin tehtävät ja
aikataulu voidaan julkaista esim. sähköisellä opetusalustalla, jota voidaan käyttää
myös viestinnässä. Opetusalustalle voidaan järjestää myös tehtävien palautusten
koordinointi ja malliratkaisut voidaan avata siellä julkisiksi haluttuna ajankohtana.
1.4 Oppilaat matematiikan teorian opiskelijoina
Useissa oppilaitoksissa, kuten Martinlaakson ja Tikkurilan lukioissa, on meneil-
lään opetuskokeiluja, joissa painotutaan opiskelussa oppilaan omaan tekemiseen
ja ryhmätyöskentelyyn. Yksilöllisen oppimisen opetusmenetelmä on Pekka Peu-
ran lanseeraama opetusmenetelmä ja se on kokeilussa Martinlaakson lukiossa. Sii-
nä opettajan roolista esitelmöijänä on luovuttu lähes kokonaan: opetustilanteessa
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opettaja toimii opiskelijoiden ohjaajana ja oppilaat etenevät omassa tahdissaan
tehden kurssille valittuja tehtäviä. Tämä opetusmenetelmä, kuten moni muukin,
pohjautuu ajatukseen, jonka mukaan matematiikkaa opitaan parhaiten sitä laske-
malla. Opetusmenetelmän noudattamisella vaikuttaisi olevan positiivinen vaiku-
tus oppimiseen. Helsingin yliopiston tekemien opetuskokeilujen, Aurora Toivasen
tekemän pro gradu -tutkielman ja useiden opettajien kokemuksien mukaan täl-
laisella opetusmenetelmällä on ollut myönteinen vaikutus matematiikan opiske-
luun lähes kaikilla opiskelun eri osa-alueilla. (Toivanen 2012; Pekka Peuran blogi)
Pekka Peura esittää blogissaan kehittämänsä yksilöllisen oppimisen menetelmän
etuja:
• parantaa oppimistuloksia
• lisää opiskelumotivaatiota ja yhteisöllistä oppimista
• lisää oppilaiden ja opettajien oppituntiviihtyvyyttä
• vähentää opettajan kokonaistyömäärää
Useat kollegat ovat olleet Peuran kanssa yhtä mieltä opetusmenetelmän posi-
tiivisista vaikutuksista. Eräs toteaa opetuskokeilunsa jälkeen:
"...Yhteenvetona: hyvin menee ja vanhaan ei todellakaan ole paluuta."
Aurora Toivanen on tutkinut Peuran kehittämää yksilöllisen oppimisen menetel-
mää ja oppilaiden kokemuksia sen käytöstä. Tutkimuksen tuloksien valossa ope-
tusmenetelmä koettiin positiiviseksi uudistukseksi.
"Kokonaisuutena opetusmenetelmään suhtautuminen oli enimmäkseen myön-
teistä, minkä vahvistivat myös opettajien näkemykset asiasta."
(Toivanen 2012)
Tämän kaltainen lähestymistapa teorian opetukseen on myös Helsingin yliopis-
tossa käyttöönotettu tuore "kisälliopetus"-menetelmä. Opiskelun painopistettä on
siirretty luentojen kuuntelemisesta laskemiseen, painottuen yksilölliseen ja ver-
taisoppimiseen sekä tekemällä oppimiseen. Oppilaiden tukena laskupajoissa toimi-
vat kisälliopettajat, jotka pyrkivät avustamaan tehtävien tekemisessä.
"Harjoitukset on rakennettu niin, että opiskelijat samalla sisäistävät taustalla ole-
van teoriapohjan. Tehtävät (luonnollisesti) myös vaikeutuvat vähitellen."
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"Menetelmä on vaativa sekä opiskelijoille että opettajille. (Opettajan näkökulmas-
ta) Kaikkein vaikeinta on olla auttamatta liikaa. Opettajana sitä haluaisi selittää
kaiken opiskelijoille, mutta heille on annettava mahdollisuus itse ymmärtää asia."
(Toim. Bargum Katja, Helsingin yliopiston uutiset)
Eräs tärkeä kritiikki koskien opetusmenetelmiä, joissa kärkevästi ilmaistuna
oppilaat ovat päävastuussa omasta oppimisestaan, koskee oppimisen syvyyttä ja
teorian oppimista. On perusteltua kysyä: oppiiko oppilas myös matematiikan teo-
riaa itsenäisesti, sehän on vaikeaa, tai milloin opiskelija tietää, että on aika siirtyä
aiheesta seuraavaan, tai saavuttaako opiskelija riittävän ymmärryksen teoriasta,
jota tarvitaan vahvasti jatkossa.
Pro gradu -tutkielmani pyrkii vastaamaan esitettyyn haasteeseen. On oltava
tehtäviä, jotka palvelevat nimenomaan teorian opiskelussa. Tehtävien tulisi olla
lähtökohtaisesti sellaisia, että kaikki saisivat niistä kiinni, mutta haastetta tulisi
riittää taitavimmillekin. Lisäksi tehtävän pitäisi tuoda teoriasta joitain aspekteja
esille osuakseen tavoitteeseensa. Avoimet ongelmatehtävät, sisältäen ehkä myös
osin tutkivan otteen, antavat hyvät raamit tai konseptin, jolla tätä haastetta
voidaan lähetyä.
Mielestäni hyvin teoriaa tukevien tehtävien luominen on työlästä ja haastavaa,
mutta erittäin palkitsevaa. Tehtäviä luomalla oppii runsaasti uusia näkökulmia
matemaattisiin aiheisiin ja aihekokonaisuuksiin. Hyvä aineenhallinta on edellytys
luovalle opetukselle.
"Harva oppilas ylitti opettajan tunnille asettamat tavoitteet. Siksi voidaan sanoa,
että keskeistä ongelmanratkaisutunnin tuloksellisessa ohjaamisessa näyttää olevan
opettajan oma käsitys ongelmanratkaisutehtävän opettamisesta sekä hänen aineen-
hallintansa."
(Laine, 2011)
Esiteltyjen tutkimusten ja kokemusten pohjalta tutkielmassani arvioidaan tehtä-
vien yhteydessä niiden opetuksellista merkitystä. Esillä ovat erityisesti esitellyt
teemat, joita ovat
• Aktiivisuus
• Kokonaisvaltaisuus
• Heikot osaajina
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• Keksimisen ilo
• Todistamisen luonnollisuus
• Vuorovaikutus
• Yhteisöllisyys
1.5 Näkökulmia avoimien tehtävien arvioimiseen
Avoimien tehtävien arvioiminen on haastavaa. Kuinka voisi arvioida tehtävän suorit-
tamista oikeudenmukaisesti? Voisiko avoimeen tehtävään esimerkiksi määrittää
kaikki oikeat vastaukset?
Avoimen tehtävän arvioimista voidaan lähestyä esimerkiksi seuraavanlaisista
näkökulmista.
• Montako ratkaisua on esitetty?
• Montako erilaista matemaattista ideaa on esitetty?
• Miten ainutlaatuinen ratkaisu on?
• Onko ratkaisun esitys yksinkertainen ja selkeä?
• Miten abstraktilla tasolla idea osataan esittää?
(Nohda, 2000)
Oikeudenmukaisen numeerisen arvion antamista varten tarkastellaan vielä toista
tutkimusta, joka koskee käsitekartan arvioimista. Siinä pyrittiin selvittämään, mikä
menetelmä on oikeudenmukainen ja johdonmukainen käsitekartan arvioimiseen.
Vertailussa olleet arvioinnin menetelmät olivat seuraavat.
• Käsitteiden tarkkuus ja niiden summa: jokaisen käsitteen tarkkuus arvioidaan
asteikolla 1-5 ja lasketaan niistä summa.
• Käsitteiden yhtenevyys tai konvergenssi ammattilaisen käsitekarttaan ver-
rattuna.
• Käsitteiden keskeisyys: validien käsitteiden määrä kaikista käsitteistä
(Primo, 2000)
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Tutkimuksissa selvisi, että kaikki käytetyt menetelmät olivat tilastollisesti hyviä
keinoja käsitekartan arvioimiseen. Tähän vedoten myös avoimen ongelmatehtävän
arvioiminen onnistuu oikeudenmukaisesti.
Arvioimisessa oleellista on luoda kriteeristö, millä arvioidaan. Näin kaikki saa-
vat saman kohtelun luodun kriteeristön pohjalta. Kriteeristö tulee suunnitella
huolellisesti, jotta se mittaa sitä, mikä on oleellista ja tärkeää. Sen tulee olla oikeu-
den mukainen ja reilu. Esimerkiksi huolimattomuusvirhe kertoo enemmän huolel-
lisuudesta kuin osaamisesta, siksi sen vaikutus pisteytyksessä kannattaa pitää mah-
dollisuuksien mukaan pienenä. Tehtävän ohessa voi antaa tiedoksi epäsuorasti tai
jopa suorasti, miten tehtävän osaaminen tullaan arvioimaan. Tällöin opiskelijalla
on mahdollista suhteuttaa toimintaansa odotettua mallia kohden. Tämän tiedon
voi välittää esimerkiksi tehtävänannossa alakohdittain, jolloin on mahdollisuus
tarkistaa, onko vastattu oleellisesti kaikkeen, mitä on kysytty.
Kuva 2:
Perinteinen suljettu tehtävä arvioidaan prosessin kautta. Tästä
lähdettiin ja tänne päädyttiin; yksi lähtö ja yksi maali. Avoin tehtävä
on monihaarainen ja sen arvioimisessa pitää mennä jossain mielessä
kokonaisuuksien arvioimiseen tai vertauskuvallisesti pinta-alan hah-
mottamiseen yksiulotteisen suljetun tehtävän arvioinnin sijaan.
Avoimen tehtävän arvioimisesta voidaan antaa esimerkki neliön
jakamistehtävään, joka esiteltiin aiemmassa kappaleessa, jossa neliö
piti jakaa viivalla mahdollisimman monella tavalla kahteen yhtene-
vään osaan.
Neliön jakamistehtävästä löytyy määrätynlaisia kokonaisuuksia ja
kaikille yhteinen nimittäjä. Neliö voidaan jakaa yhdenmuotoisiksi
osiksi joko suoralla viivalla, murtoviivalla tai käyrällä, siis oikeas-
taan minkälaisilla viivoilla vain. Yhteinen nimittäjä on se, että vii-
van on kuljettava neliön keskipisteen kautta ja sen on oltava sym-
metrinen samaisen pisteen suhteen. Pisteytyksessä esimerkiksi jaos-
ta kolmioiksi ja suorakaiteiksi voidaan antaa piste ja lisäpisteitä
jokaista löytynyttä ryhmää kohden maksimissaan yhteensä 4 pis-
tettä. Lisäksi tehtävän annossa voidaan kysyä, mitä yhteistä löyde-
tään kaikille viivoille tai kuinka monta viivaa voidaan löytää. Näin
tehtävän jälkiosasta voidaan jakaa vielä esimerkiksi 2 pistettä, jolloin
päästään palkitsemaan niitä, jotka ovat ratkaisseet tehtävän koko syyvyydessä eli
esimerkkitehtävässä ovat löytäneet neliön keskipisteen, symmetrian tai kaikkien
mahdollisten viivojen paljouden jopa äärettömyyden.
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2 Tehtäväkoonti
Tehtäväkoontiosiossa esitellään tiivistetysti kaikki pro gradu -tutkielman tehtävät.
Osion teknisestä toteutuksesta johtuen kuvia ei ole pystytty liittämään tehtävien
yhteyteen. Samoin joidenkin tehtävien alakohtia ei ole saatu koontiin mukaan.
s. 13, Esitä erilaisia menetelmiä oheisen monikulmion pinta-alan arvioimiseen ja sen täsmäl-
liseen ratkaisemiseen.
s. 13, Arvioi funktion f(x) =
√
x kuvaajan ja x-akselin rajaamaa pinta-alaa A välillä x = [0, 4].
Arvioi pinta-alan likiarvoa ensin yksinkertaisesti, jonka jälkeen pyri tarkentemaan arviotasi. Älä
tyydy huonoon arvioon. Kirjaa menetelmäsi: piirrä kuvat ja laske.
Pohdi, kuinka menetelmääsi tulisi kehittää, jotta arvio saataisiin tarkaksi.
s. 14, Kuinka suuren pinta-alan rajaa funktion f(x) = 12x+1 kuvaaja ja x-akseli, kun x ∈ [0, 4]?
Entä välille x ∈ [0, a]?
s. 15, Tutki, määrittääkö funktio A(x) = x(x+2)8 funktion f(x) =
1
4x + 1 kuvaajan ja x-
akselin rajaaman pinta-alan.
s. 16, Määritä oheisessa kuvassa näkyvän kuvion pinta-ala, joka olkoon nimeltään T. Määritä
T:n kanssa yhdenmuotoisille kuvioille pinta-alafunktio siten, että lyhyemmän kateetin pituus on
x (Vihje: määritä kateettien suhde). Esitä sanallisesti ratkaisustasi eriäviä tapoja laskea kuvion
pinta-ala.
s. 17, Määrätköön funktio A funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman pinta-alan suuruu-
den. Määritä alakohdittain, kuinka suuren pinta-alan funktio A määrittää annetulla välillä?
s. 18, Määritä pinta-alafunktio A funktion f(x) = 1/2x kuvaajan ja x-akselin rajaamalle
pinta-alalle. Piirrä kuva. Derivoi A. Mitä huomaat?
s. 18, Olkoon funktio f kasvava ja A sen pinta-alafunktio. Tällöin pätee epäyhtälö f(x) ≤
A(x0)−A(x)
x0−x ≤ f(x0).
Piirrä oletuksien mukainen kuva ja tulkitse geometrisesti, mitä on A(x0)−A(x) ja f(x)∗(x0−x).
Mitä epäyhtälölle tapahtuu, kun x lähestyy rajatta pistettä x0?
Mitä epäyhtälöllä osoitetaan? (Vihje: Pinta-alat)
s. 19, Tulkitse seuraavaksi esitettävä pinta-alafunktion derivaattalauseen todistus. Kerro vaiheit-
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tain, mitä siinä tehdään (esim. mitä ovat s, S ja A(x0)−A(x)). Mikä merkitys sillä on derivaatan
ja pinta-alafunktion kannalta?
s. 20, Ratkaise, minkä funktion F derivaattafunktio on f(x) = 2, piirrä kuvaaja funktios-
ta F ja sen derivaattafunktiosta. Laske funktion F arvot pisteissä x = 1, 2, 3. Mitä huomaat
tarkastelemalla kuvaajaa ja laskemiasi arvoja?
s. 21, Ratkaise, minkä funktion F derivaattafunktio on f(x) = x5 − 1/4x3 + ax. Entä minkä
funktion derivaatta on xn?
s. 21, Valitse funktio F , jonka derivaattafunktion kuvaaja muodostaa x-akselin suhteen pinta-
alan 4 välillä x ∈ [0, 4]. Laske arvo F(4). Mitä havaitset?
s. 22, Ratkaise, minkä funktion F derivaattafunktio on f(x) = x − 2, piirrä kuvaaja funk-
tiosta F ja laske sen arvot pisteissä, x = 2, 4, 6. Mitä huomaat tarkastelemalla kuvaajaa ja
laskemiasi arvoja?
s. 22, Ratkaise kohdittain, mitä funktioita derivoimalla on saatu seuraavat funktiot.
s. 24, Tutki, onko funktio f(x) = x2 +
√
x funktion g(x) = 2x+ 1/x integraalifunktio.
s. 25, Mitä funktiota F derivoimalla saadaan funktio f(x) = 4x + 5? Etsi vielä toinen mah-
dollinen ratkaisu. Pyri kokoamaan ratkaisut yhdeksi funktioksi.
s. 25, Derivoitaessa ja integroitaessa funktio f(x) = x3 + 6 ei päädytä alkuperäiseen funk-
tioon, miksi? Kokeile.
Minkälainen ehto tai määritys alkuperäiselle funktiolle pitää asettaa, jotta integroinnin jälkeen
saadaan palautettua alkuperäinen funktio?
s. 26, Osoita, että tunnettaessa eräs funktion f integraalifunktio F , saadaan kaikki integraali-
funktiot lisäämällä siihen vakio C. Valitse kaksi funktion f integraalifunktiota ja tutki niiden
erotusta. Käytä todistuksessa edellä esitettyä integraalilaskennan peruslausetta.
s. 27, Määritä valitsemasi jatkuvan funktion kuvaajan ja x-akselin rajaama pinta-ala jollain
välillä esim. [1, 3]].
s. 27, Pohdi, millä eri tavoin voidaan laskea jatkuvan funktion f kuvaajan ja x-akselin ra-
jaama pinta-ala välillä x ∈ [a, b]? Voit halutessasi valita esimerkkifunktion. Piirrä kuva, pohdi ja
anna numeerinen esimerkki.
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s. 28, Integraalifunktioon aina liitetään jokin vakio C. Onko vakion C suuruudella merki-
tystä määritettäessä integraalin arvoa välillä [a, b]?
Mitä integraalin arvon tulee olla, kun x = a?
Kokeile pinta-alafunktiolla, laske ja todista.
s. 29, Laske määrätyn integraalin arvo funktiolle f(x) = 2x3 − x välillä [1, 3].
s. 29, Anna esimerkki, millä välillä funktion f(x) = 12
√
x kuvaaja rajaa x-akselille pinta-
alan 5. Mikä on levein mahdollinen väli [a, b], jolla tämä pinta-ala toteutuu, miksi?
s. 30, Määritä piirtämällä mahdollisimman monta kuviota, jonka leveys on 2 ja pinta-ala on 4.
Määritä monipuolisesti eriasteisia (Esim. x, x2..) funktioita väliltä [0,2], joiden kuvaajien ja x-
akselin määräämä pinta-ala on 4.
Määritä viidennen asteen funktio, joka määrittää välillä [0, 2] pinta-alan 4. (Vihje: vakiolla ker-
tominen, integraalifunktio)
s. 33, Osoita määrättyyn integraaliin liittyvät laskusääntöväittämät joko oikeiksi tai väärik-
si määrätyn integraalin määritelmän perusteella. Voit kokeilla ensin valitsemallasi konkreettisel-
la funktiolla. Korjaa väärät väittämät.
s. 34, Aiemmassa tehtävässä ratkaistiin funktion f(x) = x − 2 integraali. Kuinka voidaan
ratkaista funktion kuvaajan x-akselille muodostaman kuvion pinta-ala kun x ∈ [0, 6]?
s. 35, On hyödyllistä sieventää integroitava lauseke ennen integroimista. Näytä kahdella erilai-
sella esimerkillä tämä todeksi. Käytä toisessa polynomien osamäärää hyödyksi. Miksi kannattaa
sieventää ennen integroimista?
s. 36, Symmetriaa voidaan käyttää hyödyksi integroitaessa, mutta minkälaisissa tapauksissa
ja miten? Avuksi voit piirtää kuvaajia, jotka ovat symmetrisiä ja kulkevat esim. origon kautta.
Anna myös esimerkkejä funktioista, joiden integrointia symmetrian käyttö helpottaa.
s. 37, Valitse trigonometrinen funktio f ja integroi se välillä [3/2pi, 2pi]. Piirrä myös kuva.
s. 37, Integrointi tapahtuu yleensä x-akselin suhteen. Miten integroidaan y-akselin suhteen;
minkä funktion suhteen tällöin integroidaan? Miten integrointirajat muuttuvat? Piirrä esimerk-
kikuva. Integroi y-akselin suhteen
f(x) = ln(x)2 , 0 ≤ x ≤ e3.
s. 38, Määritä sellainen funktio, jonka x-akselille rajaama pinta-ala on pienempi kuin y-akselille
rajaama pinta-ala, kun x, y ≥ 0. Piirrä ja näytä integroimalla, että määrittämäsi funktio täyttää
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vaaditun ehdon, kun x = 4.
s. 40, Kehitä menetelmä, jolla voidaan laskea kahden käyrän rajaama pinta-ala. Piirrä ku-
va ja laske.
Onko mahdollista laskea ks. pinta-alaa niin, että riittää laskea integraali yhdestä funktiosta.
Päteekö laskumenetelmäsi, jos toinen tai molemmat funktiot saavat negatiivisia arvoja?
s. 41, Olkoon funktio f(x) = lnx + 1. Määritä funktio g niin, että funktioiden f ja g ra-
jaama pinta-ala on suuruudeltaan 2 välillä x ∈ [1, 3]. Hahmottele funktiot kuvaan. Esitä muuta-
ma erilainen ratkaisu, älä tyydy yhteen.
s. 42, Valitse suorakaiteesta poikkeava geometrinen muoto, aseta se koordinaatistoon ja laske
integraalin avulla sen pinta-ala. Tarkista ratkaisu geometrisesti. Mitä kaikkia geometrisien ku-
vioiden pinta-alojen suuruuksia voit mallintaa integraalin avulla? Anna esimerkkejä.
s. 43, Arvioi integrointimenetelmin juomalasin läpileikkauksen muodostamaa pinta-alaa. Arvioi
mallisi hyvyyttä.
s. 44, Todista pinta-alafunktion derivaattalause laskevan funktion tapauksessa.
s. 44, Pohdi ideatasolla, miten ylä- ja alasummat eli funktion f kuvaajan ylä- ja alapuolelle
muodostettavat pinta-alat voitaisiin saada mielivaltaisen lähelle toisiaan.
s. 45, Olkoon funktio f(x) = 1, kun x 6= 1 ja 0, kun x = 1, x ∈ [0, 2]. Piirrä funktiosta
kuva, laske raja-arvot SDn ja sDn, kun n kasvaa rajatta, ja tutki, mitä summat ja summien eri
tekijät edustavat esim. 1 ∗ (1− 1n) (vihje:Riemann).
SDn = 1 ∗
(
1− 1n
)
+ 1 ∗ (1 + 1n − (1− 1n))+ 1 ∗ (2− (1 + 1n))
sDn = 1 ∗
(
1− 1n
)
+ 0 ∗ (1 + 1n − (1− 1n))+ 1 ∗ (2− (1 + 1n)).
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3 Pinta-ala
Tässä luvussa palautetaan mieliin geometriasta tuttu pinta-alan käsite, harjoitel-
laan pinta-alan arvioimista, tutustutaan pinta-alafunktion käsitteeseen ja harjoitel-
laan sen määrittämistä ja soveltamista. Luvussa käydään läpi pinta-alafunktion ja
derivaatan yhteys sekä opitaan löytämään eräs funktion integraalifunktio derivaat-
taa apuna käyttäen.
3.1 Johdatus käyrän rajaamaan pinta-alaan
Kuva 3:
Seuraavassa tehtävässä palautetaan mieliin geometrian
tiedot, joita tullaan voimakkaasti tarvitsemaan pinta-
alan käsittelyssä. Tehtävä on avoin.
3.1.0.1 Esitä erilaisia menetelmiä oheisen monikul-
mion pinta-alan arvioimiseen ja sen täsmälliseen
ratkaisemiseen.
Monikulmion pinta-alan arvioimiseen tai laskemiseen
voidaan käyttää useita erilaisia menetelmiä.
• Karkealla tasolla nähdään, että monikulmion
maksimikorkeus ja -leveys on 4. Tällöin sen pinta-
alan täytyy olla pienempi kuin 4 ∗ 4 = 16
• Ruutuja laskemalla voidaan todeta, että kokonaan
värjättyjä ruutuja on 3 ja osittain värjättyjä 7. Näistä voidaan esittää karkea
arvio pinta-alasta. 3 + 7/2 = 6,5. Osia siirtelemällä vastaava arvio voitai-
siin saattaa muotoon 5 kokonaista ruutua ja 3 osittaista. Tällöin saataisiin
tulokseksi sama 5 + 3/2 = 6,5.
• Geometrisesti jakamalla monikulmio neliöihin ja
kolmioihin saadaan täsmällisesti vastaukseksi sama
6,5.
Seuraava tehtävä johdattelee pinta-ala-ajatteluun: kuinka itse asiassa pinta-ala
muodostuu funktion kuvaajan ja x-akselin välille? Tehtävän ratkaisemiseksi löytyy
yksinkertaisia keinoja, joilla päästään arvioimaan pinta-alan suuruutta. Mentäessä
tehtävään syvemmälle, on mahdollista löytää jopa keinoja, joilla päästään arviosta
oikeaan ratkaisuun.
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Kuva 4:
3.1.0.2 Arvioi funktion f(x) =
√
x kuvaajan ja
x-akselin rajaamaa pinta-alaa A välillä x = [0, 4].
Arvioi pinta-alan likiarvoa ensin yksinkertaisesti, jon-
ka jälkeen pyri tarkentemaan arviotasi. Älä tyydy
huonoon arvioon. Kirjaa menetelmäsi: piirrä kuvat ja
laske.
Pohdi, kuinka menetelmääsi tulisi kehittää, jotta arvio
saataisiin tarkaksi.
Neliöjuurifunktionkuvaajan ja x-akselin välille x =
[0, 4] rajautuvaa pinta-alaa A voidaan arvioida monella eri tavalla. Esimerkiksi:
• Arvioidaan karkeasti, että pinta-ala A on pienempää kuin neliö 4 * 2 = 8 ja
suurempaa kuin kolmio käyrän alla 4∗2
2
= 4.
• Lasketaan kokonaan väritettyjen neliöiden määrä ja osittain väritettyjen
neliöiden määrä ja lasketaan niistä summa. 3 ∗ 1 + 4 ∗ 1
2
= 5.
• Lasketaan neliöillä ja kolmioilla alueen pinta-ala pyrkien täyttämään aukko-
kohdat.
• Lasketaan käyrän ylä- ja alapuolelle rajautuvien suorakaiteiden keskiarvo.
Oleellista on löytää sellaisia menetelmiä, joilla päästään hyviin tai aina tarkem-
piin vastauksiin. Tällaisia menetelmiä ovat ne, joilla voidaan tihentää jakoja x-
akselilla. Suorakaiteet ja puolisuunnikkaat ovat tässä mielessä suotuisia vaihto-
ehtoja. Matemaattisessa mielessä kuvion A voisi täyttää aina vain pienenevillä
geometrisilla kuvioilla ja saada siten pinta-alan lasketuksi. Kuitenkin täyttämisen
pukeminen formaaliksi matematiikaksi on hankalaa.
3.2 Pinta-alafunktion määrittäminen
3.2.0.3 Kuinka suuren pinta-alan rajaa funktion f(x) = 12x+1 kuvaaja ja x-akseli,
kun x ∈ [0, 4]? Entä välille x ∈ [0, a]?
Koska funktion kuvaaja on suora, voidaan funktion kuvaajan ja x-akselin määrit-
tämä pinta-ala määrittää geometrisilla työkaluilla. Pinta-ala voidaan laskea jakaen
kuvio suorakulmioon ja kolmioon. Pinta-alaksi saadaan:
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A = 4 ∗ 1 + 4 ∗ 2
2
= 8.
Kuva 5:
Lasketaan pinta-ala muuttujalle a asti samoin suorakul-
miolla ja kolmiolla. Lasketaan ensin suorakulmion pinta-
ala muuttujalle a asti: korkeus saadaan funktion arvos-
ta kohdassa x = 0 ja leveys on a, siis pinta-alaksi
saadaan a ∗ f(0). Vastaavasti kolmion pinta-ala: korkeus
saadaan funktion arvosta kohdassa a vähennettynä suo-
rakaiteen korkeudella ja leveys on edelleen a. Kolmion
pinta-alaksi saadaan a∗(f(a)−f(0))
2
. Kokonaisuudessaan ku-
vion pinta-alaksi saadaan:
A = a∗f(0)+a ∗ (f(a)− f(0))
2
= a∗1+a ∗
1
2
a
2
= a+
1
4
a2 = a(1+
1
4
a).
3.2.0.4 Tutki, määrittääkö funktio A(x) = x(x+2)8 funktion f(x) =
1
4x + 1 kuvaajan
ja x-akselin rajaaman pinta-alan.
Tehtävän voi ratkaista ainakin kahdella eri tavalla: suorasti pyrkien osoittamaan
väite oikeaksi tai epäsuorasti näyttämällä, että väite ei päde.
Lasketaan, mitä saadaan pinta-alaksi A funktiolla f . Pinta-alan A voi jakaa
kahteen eri osaan: neliöön ja kolmioon. Kohdassa x neliön pinta-alaksi muodos-
tuu x ∗ 1 ja kolmion pinta-alaksi saadaan x∗( 14x+1−1)
2
. Pinta-ala A saadaan näiden
summana
x ∗ 1 + x ∗ (
1
4
x+ 1− 1)
2
=
1
8
x2 + x.
Tämä poikkeaa väitteen funktiosta A, joka on
A(x) =
x (x+ 2)
8
=
1
8
x2 +
1
4
x.
Väite on siis väärä.
Kuva 6:
Toisin: Pyritään osoittamaan väite vääräksi. Tutki-
taan funktion A arvoja eri pisteissä. Kohdassa x = 0
väite pätee, sillä A(0) = 0(0+2)
8
= 0. Kuitenkin esi-
merkiksi, kun valitaan x = 2, saadaan A(2) = 1
8
22 +
1
4
∗ 2 = 1. Kuvaajasta tulkitsemalla nähdään, että oikea
pinta-ala on selvästi suurempi kuin 1, ja laskemalla geo-
metrisesti saadaan, että se on 2 + 1 ∗ 2/2 = 3, mikä on
15
ristiriidassa arvon A(2) = 1 arvon kanssa. Funktio A ei
siis määritä funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaamaa
pinta-alaa.
Kuva 7:
Perusteluksi kelpaa myös se, että A′(x) 6= f(x).
Pinta-alafunktion käsite
Määritetään seuraavaksi pinta-alafunktion käsite, johon
itseasiassa tutustuimme edellä.
Olkoon funktio f jatkuva ja epänegatiivinen välillä [a, b].
Tällöin funktion f kuvaaja muodostaa pinta-alan x-akselin
suhteen. Merkitään pinta-alaa A(x). Tällöin funktio A on
funktioon f välillä [a, b] liittyvä pinta-alafunktio.
Pinta-alafunktio määrittää siis nimensä mukaisesti pinta-
alaa.
Harjoitellaan pinta-alafunktiokäsitteen käyttämistä vielä
hieman haastavammassa kontekstissa, jossa päästään hyödyntämään myös geome-
trian tietoja.
Kuva 8:
3.2.0.5 Määritä oheisessa kuvassa näkyvän kuvion pinta-
ala, joka olkoon nimeltään T. Määritä T:n kanssa yhdenmuo-
toisille kuvioille pinta-alafunktio siten, että lyhyemmän ka-
teetin pituus on x (Vihje: määritä kateettien suhde). Esitä
sanallisesti ratkaisustasi eriäviä tapoja laskea kuvion pinta-
ala.
Tehtävässä ensimmäisenä kannattaa kiinnittää huomio-
ta kolmioiden yhtenevyyteen. Jokaiselta kolmiolta löytyvät
saman pituiset kateetit ja hypotenuusa (SSS). Tällöin riit-
tää laskea yhden kolmion pinta-ala ja kertoa se kolmioiden
lukumäärällä. Pinta-alaksi saadaan
4 ∗
(
4 ∗ 10
2
)
= 80.
Pinta-alafunktioon pääsee käsiksi esimerkiksi kolmion kateettien suhteesta tai yh-
denmuotoisuudesta.
Lausutaan pidemmän kateetin pituus lyhyemmän kateetin avulla. Olkoon y
pidemmän ja x lyhyemmän kateetin pituus. Verrannosta saadaan
x
y
=
2
5
⇔ y = 5
2
x.
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Kolmion pinta-alafunktioksi saadaan
x∗ 5
2
x
2
= 5
4
x2, jossa x on lyhyemmän ka-
teetin pituus. Koko kuvion pinta-alafunktioksi saadaan A(x) = 4 ∗ 5
4
x2 = 5x2.
Ratkaisu saadaan tiiviimmäksi, kun huomataan kuvioiden yhdenmuotoisuus.
Sen nojalla kuvion pinta-ala A on verrannollinen kuvion mittasuhteiden neliöön,
jonka perusteella saadaan
80
A(x)
=
(
4
x
)2
⇔ 16A(x) = 80x2 ⇔ A(x) = 5x2.
Vahvistetaan vielä pinta-alafunktion käsitteen osaamista. Harjoitellaan sen pe-
ruskäyttöä eri alkeisfunktioiden tapauksissa.
3.2.0.6 Määrätköön funktio A funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman pinta-
alan suuruuden. Määritä alakohdittain, kuinka suuren pinta-alan funktio A määrit-
tää annetulla välillä?
a) A(x) = x2, x ∈ [0, 3]
b) A(x) = sin(x) + x, x ∈ [pi, 2pi]
c) A(x) = ln (x) , x ∈ [e, e4]
d) A(x) = ex + 1, x ∈ [ln (4) , ln (5)]
e) A(x) = ax2 + 1, x ∈ [2, 4], a ∈ R
Ratkaisut
a) 32 − 02 = 9
b) sin(2pi) + 2pi − (sin(pi) + pi) = 0 + 2pi − 0− pi = pi
c) ln (e4)− ln (e) = 4 ∗ ln (e)− 1 ∗ ln (e) = 4 ∗ 1− 1 ∗ 1 = 3
d) eln5 + 1− (eln4 + 1) = 5− 4 = 1
e) a ∗ 42 + 1− (a ∗ 22 + 1) = a ∗ 22 = 4a, x ∈ [2, 4], a ∈ R
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3.3 Pinta-alafunktion ja derivaatan yhteys
Tämä aihealue ansaitsee runsaan huomion. Lukion matematiikan kursseilla ei voi-
da syvällisesti pureutua perusteisiin diﬀerentiaali- ja integraalilaskennan takana:
opitaan, että derivointi ja integrointi ovat laskutoimituksia, jotka liittyvät vah-
vasti toisiinsa. Derivoimalla saadaan selville funktion f kulmakerroin, tangentti ja
kasvunopeus. Se, miten funktion F derivaatta ja sen derivaattafunktion kuvaajan
x-akselille rajaama pinta-ala liittyvät yhteen täsmällisesti, jää helposti arvoituk-
seksi.
Seuraavat kaksi tehtävää johdattelevat huomaamaan, että pinta-alafunktio ja
derivaatta ovat kiinteästi yhteydessä toisiinsa. Tehtävät edellyttävät pieniä oival-
luksia, jotta niissä päästään loppuun saakka.
3.3.0.7 Määritä pinta-alafunktio A funktion f(x) = 1/2x kuvaajan ja x-akselin ra-
jaamalle pinta-alalle. Piirrä kuva. Derivoi A. Mitä huomaat?
Määritetään ensin pinta-alafunktio A geometrisesti. Tätä varten tarkastellaan
funktiota f . Funktio f(x) = 1/2x on ensimmäisen asteen funktio, joka on aidosti
kasvava ja leikkaa y-akselin pisteessä 0. Tällainen funktio rajaa kolmion muotoisen
pinta-alan, jonka korkeus kohdassa x on 1/2x ja leveys x. Näillä tiedoilla voimme
muodostaa pinta-alafunktion geometriaan perustaen
A(x) =
1
2
x ∗ x
2
=
1
4
x2.
Derivoidaan A,
A′(x) =
1
2
x (= f(x)) .
Huomataan, että derivaatta on sama kuin funktio f . Käy ilmi, että jos funktio
A on funktion f pinta-alafunktio, niin pinta-alafunktion derivaatta on sama kuin
funktio f , A
′
(x) = f(x).
Kuva 9:
Seuraava tehtävä johdattelee funktion f ja sen pinta-
alafunktion A välisen yhteyden ymmärtämiseen. Kiinnitetään
huomio oleellisiin yksityiskohtiin, jotka edesauttavat haasteel-
lisen todistuksen ymmärtämisessä. Palautetaan mieliin derivaat-
taan liittyvät käsitteet erotusosamäärä ja raja-arvo.
3.3.0.8 Olkoon funktio f kasvava ja A sen pinta-alafunktio. Täl-
löin pätee epäyhtälö f(x) ≤ A(x0)−A(x)x0−x ≤ f(x0).
Piirrä oletuksien mukainen kuva ja tulkitse geometrisesti, mitä
on A(x0)−A(x) ja f(x) ∗ (x0 − x).
Mitä epäyhtälölle tapahtuu, kun x lähestyy rajatta pistettä
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x0?
Mitä epäyhtälöllä osoitetaan? (Vihje: Pinta-alat)
Ongelman ratkaisemiseksi on hyvin oleellista saada geometrinen käsitys
tilanteesta. Kannattaa piirtää kuva, jossa on eräs kasvava funktio f ja siinä pisteet
x ja x0 niin, että x < x0.
Pinta-alafunktio A esittää funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaamaa pinta-
alaa. Tämän perusteella A(x0) − A(x) esittää [x0, x] välisen alueen pinta-alaa.
f(x) ∗ (x0 − x) ja f(x0) ∗ (x0 − x) ovat suorakulmioiden pinta-alat, jotka rajaavat
välilleen funktion f ja x-akselin rajaaman pinta-alan.
Kun x lähestyy rajatta pistettä x0, epäyhtälön keskellä olevan lausekeen arvo
puristuu f(x):n ja f(x0) väliin. Siis
limx→x0
A(x0)− A(x)
x0 − x = f(x0).
Kun tarkastellaan, mikä on väliin jäänyt lauseke, huomataan, että se on derivaa-
tan määritelmä. Siis pinta-alafunktionA derivaatta on funktion f arvo tarkastelupis-
teessä x0. Näin on osoitettu, että pinta-alafunktion derivaatta pisteessä x on sama
kuin funktion arvo pisteessä x. Sama kääntäen: derivoimisen käänteinen operaatio
antaa siis pinta-alafunktion.
Tutustutaan seuraavassa pinta-alafunktion derivaattalauseen todistukseen vai-
he vaiheelta, jotta sen ideat tulevat tutuiksi. Sinänsä sen ymmärtämiseen tarvita
muuta kuin derivaatan määritelmän ymmärtäminen. Vahvan olettamuksen poh-
jalta voisi jo alkaa tutkimaan paperilla kuvin ja mietelmin pinta-alafunktiota ja
derivaatan määritelmää, ja pyrkiä siten kontruoimaan todistuksen. Seuraavassa
tehtävässä tutustutaan tähän todistukseen.
3.3.0.9 Tulkitse seuraavaksi esitettävä pinta-alafunktion derivaattalauseen todis-
tus. Kerro vaiheittain, mitä siinä tehdään (esim. mitä ovat s, S ja A(x0)−A(x)). Mikä
merkitys sillä on derivaatan ja pinta-alafunktion kannalta?
Todistus: Oletetaan, että funktio f on jatkuva ja kasvava ja että sen eräs pinta-
alafunktio on A. Arvioidaan pinta-alafunktion suuruutta välillä [x, x0], x < x0.
Kuvaajan alapuolelle rajautuva suorakaide s ja yläpuolelle rajautuva suorakaide S
rajaavat ala- ja yläpuolelta pinta-alafunktion arvoa valitulla välillä
s ≤ A(x0)− A(x) ≤ S,
f(x) (x0 − x) ≤ A(x0)− A(x) ≤ f(x0) (x0 − x) .
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Jaetaan epäyhtälö suorakaiteen leveydellä x0 − x. Saadaan
f(x) ≤ A(x0)− A(x)
x0 − x ≤ f(x0),
f(x) ≤ −1 ∗ (A(x)− A(x0))−1 ∗ (x− x0) ≤ f(x0).
Kun x lähestyy rajatta pistettä x0, niin f(x)→ f(x0) ja erityisesti
A(x)− A(x0)
x− x0 → f(x0).
Todistusta voisi kuvata vapaamuotoisesti seuraavalla tavalla. Todistuksessa
käytetään hyväksi suorakaiteita s ja S. Suorakaiteiden pinta alat ovat s = f(x)(x0−
x) ja S = f(x)(x0 − x). Pinta-ala A(x0) − A(x) on suuruudeltaan näiden kah-
den välissä. Kun epäyhtälö jaetaan suorakaiteen leveydellä A(x0)−A(x), saadaan
derivaatasta tuttu erotusosamäärän muoto A(x)−A(x0)
x−x0 . Epäyhtälöstä nähdään, että
kun x lähestyy pistettä x0, derivaatan määritelmään perustuen:
limx→x0
A(x)− A(x0)
x− x0 = f(x0).
Kuva 10:
Pinta-alafunktion derivaatta kuvaa siis funktion pistet-
tä koordinaatistossa. Kääntäen: pinta-alafunktio kuvaa sen
derivaattafunktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen
pinta-alaa. Pinta-alafunktiolla ja derivaatalla on siis yhteys.
Lisätehtävien puolelta löytyy soveltava tehtävä, jossa pitää
todistaa pinta-alafunktion derivaattalause laskevan funktion
tapauksessa.
3.4 Integroiminen derivoimisen käänteis-
toimituksena
Seuraavissa tehtävissä harjoitellaan integraalifunktion määrittämistä. Tähän tarvi-
taan tässä vaiheessa käytännössä vain derivoimisen taito. Tehtävät pyrkivät avaa-
maan perusfunktioiden integrointia ja integraalifunktioiden perusominaisuuksia.
Seuraava tehtävä antaa varsin kokonaisvaltaisen kuvan funktion ja sen inte-
graalifunktion yhteydestä. Integraalin ja pinta-alan yhteyden havaitsemiseksi kan-
nattaa aluksi tutkia yksinkertaisia ensimmäisen asteen funktioita, joiden pinta-ala
on helppoa tulkita geometrisesti. Tehtävään voidaan myös valita mikä tahansa
perusfunktio. Tehtävän variointi on erinomainen menetelmä oppia matematiikkaa!
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3.4.0.10 Ratkaise, minkä funktion F derivaattafunktio on f(x) = 2, piirrä kuvaaja
funktiosta F ja sen derivaattafunktiosta. Laske funktion F arvot pisteissä x = 1, 2, 3.
Mitä huomaat tarkastelemalla kuvaajaa ja laskemiasi arvoja?
Funktio F (x) = 2x, koska D2x = 2. Arvot kysytyissä pisteissä ovat
F (1) = 2, F (2) = 4, F (3) = 6.
Kuvaajaa ja laskettuja arvoja tutkimalla voidaan havaita, että integraalin arvot
vastaavat funktion f ja x-akselin rajaamaa pinta-alaa.
3.4.0.11 Ratkaise, minkä funktion F derivaattafunktio on f(x) = x5 − 1/4x3 + ax.
Entä minkä funktion derivaatta on xn?
Pilkotaan ratkaisu osiin.
• x5 on lausekkeen 1/6x6 derivaatta
• −1/43 on lausekkeen −x4 derivaatta
• ax on lausekkeen a/2x2 derivaatta
Näin ollen kysytty funktio on
F (x) = 1/6x6 − x4 + a
2
x2.
Yleisesti potenssifunktio xn saadaan, kun derivoidaan lauseketta
1
n+ 1
xn+1.
3.4.0.12 Valitse funktio F , jonka derivaattafunktion kuvaaja muodostaa x-akselin
suhteen pinta-alan 4 välillä x ∈ [0, 4]. Laske arvo F(4). Mitä havaitset?
Oikeanlaisen funktion löytämiseen kannattaa käyttää geometriaa hyväksi. Pinta-
alan suuruudeltaan 4 muodostaa, esimerkiksi suorakulmio, joka on neljä yksikköä
leveä ja yhden korkea. Tällöin tarvittava derivaattafunktio olisi f(x) = 1. Kolmion
mallisen pinta-alan löytämiseksi voidaan ratkaista yhtälön avulla sen korkeus
(4 ∗ y)/2 = 4⇒ y = 2.
Kaivattu derivaattafunktio kulkee siis origon ja pisteen (4, 2) kautta ja on f(x) =
1/2x. Alkuperäinen funktio on siis 1/4x2, koska D1/4x2 = 1/2x. Lasketaan vielä
funktion arvo kohdassa 4
F (4) =
1
4
∗ 42 = 4.§
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Huomataan, että saatu arvo on sama kuin derivaattafunktion x-akselille rajaaman
alueen pinta-ala.
3.4.0.13 Ratkaise, minkä funktion F derivaattafunktio on f(x) = x− 2, piirrä ku-
vaaja funktiosta F ja laske sen arvot pisteissä, x = 2, 4, 6. Mitä huomaat tarkastele-
malla kuvaajaa ja laskemiasi arvoja?
Ratkaistaan funktio F kahdessa osassa.
• x saadaan, kun derivoidaan lauseketta 1/2x2
• −2 saadaan, kun derivoidaan lauseketta −2x
Näin ollen funktio F saadaan muotoon
F (x) =
1
2
x2 − 2x.
Derivaattafunktion f arvot ovat negatiivisia, kun x < 2. Tällöin myös funk-
tion F arvo on negatiivinen. Tämä voidaan todeta joko kuvaajasta tai laskemalla
integraalin arvo esim. pisteessä 2, jolla saadaan
F (2) =
1
2
∗ 22 − 2 ∗ 2 = −2.
Vastaavasti funktion F arvo on 0, kun x = 4, ja arvo on 6, kun x = 6.
Voidaan huomata ainakin seuraavaa:
Funktion F arvo on negatiivinen, kun pinta-ala muodostuu x-akselin alapuolelle.
Derivaattafunktion arvon ollessa negatiivinen myös funktion F arvo on negatii-
vinen. Näin ollen funktio F ei palauta arvonaan suoraan kuvion pinta-alaa, vaan
se antaa x-akselin ylä- ja alapuolelle muodostuvien pinta-alojen erotuksen.
Otetaan vielä haltuun perusfunktioiden integroiminen. Avainkysymys tähän
on: "Minkä derivaattafunktio olet?"
3.4.0.14 Ratkaise kohdittain, mitä funktioita derivoimalla on saatu seuraavat
funktiot.
a) f(x) = x3
b) f(x) = sin(x)
c) f(x) = 5ex
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d) f(x) = −cos(x)
e) f(x) = 3/x, x > 0 ja g(x) = 1/x, x < 0
f) Entä edellisen alakohdan yhdiste f(x) = 1/x, x 6= 0
Näihin vastauksiksi saadaan seuraavaa:
a) Koska D 1
4
x4 = x3, on kysytty funktio F (x) = 1
4
x4
b) Koska D(−cos(x)) = sin(x), on kysytty funktio F (x) = −cos(x)
c) Koska D5ex = 5ex, on kysytty funktio F (x) = 5ex
d) Koska Dsin(x) = −cos(x), on kysytty funktio F (x) = sin(x)
e) Koska D3 ∗ 1
ln(x)
= 3 ∗ 1
x
= 3/x, on kysytty funktio F (x) = 3ln(x) ja jälkim-
mäisessä kohdassa, koska Dln(−x) = −1 ∗ 1−x = 1/x, x < 0 on kysytty funktio
G(x) = ln(−x)
f) Edellisen tehtävän logaritmifunktiot saadaan koottua yhteen itseisarvon avulla
ln|x|. Kuten edellä huomattiin, funktiot joita derivoimalla saadaan 1/x on
1/x = Dln(x) x > 0,
1/x = Dln(−x) x < 0.
Nämä funktiot saadaan koottua yhteen yhdeksi funktioksi itseisarvon avulla,
sillä
|x| =
{
x, kun x > 0
-x, kun x < 0.
Näin ollen funktio 1/x saadaan, kun derivoidaan funktiota F (x) = ln|x|, x 6= 0.
4 Integraali
Edellä ollaan opittu, mitä on pinta-alafunktio ja harjoiteltu integraalifunktion
määrittämistä käyttäen derivaattaa apuna. Tässä luvussa määritetään, mitä on
integraali ja integraalifunktio, ja ihmetellään integraalifunktion yhteyttä derivaat-
taan.
Lisätehtävien puolella on mahdollista tutustua Riemannin integraaliin. Sitä
käsitellään muutamassa tehtävässä.
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4.1 Integraalifunktion määritelmä
Määritellään integraalifunktio derivaatan kautta. Funktio F , jonka derivaattafunk-
tio on f , on funktion f integraalifunktio. Tällöin funktiolla
1) F ja f on sama määrittelyjoukko.
2) jokaisessa määrittelyjoukon pisteessä x on F ′(x) = f(x).
Seuraavassa tehtävässä tarkastellaan funktioita integraalifunktion määritelmän
valossa.
4.1.0.15 Tutki, onko funktio f(x) = x2+
√
x funktion g(x) = 2x+1/x integraalifunk-
tio.
Tarkastellaan integraalifunktion määritelmää. Ensimmäisen ehdon mukaan funk-
tioiden määrittelyjoukkojen tulee olla samat. Funktion f määrittelyjoukko on R+.
Kuitenkin funktion g määrittelyjoukko on R\{0}. Myös funktion f derivaattafunk-
tio poikkeaa funktiosta g(x), sillä
D(x2 +
√
x) = 2x+
1
2
√
x
6= 2x+ 1
x
.
Siis funktio f ei ole funktion g integraalifunktio.
Seuraavaksi esitetään lyhyt kertaus ennen kuin edetään seuraavaan lukuun. On
tärkeää, että integraalifunktion käsite ei jää epäselväksi, sillä loppukurssi koskee
lähinnä vain sitä.
Kuva 11:
Olkoon funktiot f ja sen pinta-alafunktio A. Edellä
nähtiin, että pinta-alafunktion derivaatta missä tahansa pis-
teessä on itseasiassa sama kuin funktion f arvo. Pätee siis,
että DA(x) = f(x). Integraalifunktiolle pätee sama tulos
suoraan johtuen sen määritelmästä: jos on olemassa funk-
tio F siten, että sen derivaatta on f . On F funktion f in-
tegraali. Tällöin pinta-alafunktio A ja integraalifunktio F
ovat samat.
4.2 Integrointivakio C
Integroitaessa funktiota liittyy integraalifunktioon aina
vakio, joka on nimetty vakioksi C. Seuraavissa tehtävissä pe-
rustellaan ensin väljästi, mistä tämä johtuu, ja sen jälkeen
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tarkastellaan samaa asiaa täsmällisemmin. Huomiota kiin-
nitetään myös derivoimisen ja integroimisen vastakkaisuu-
teen, joka ei ole ollenkaan ongelmatonta.
4.2.0.16 Mitä funktiota F derivoimalla saadaan funktio f(x) = 4x + 5? Etsi vielä
toinen mahdollinen ratkaisu. Pyri kokoamaan ratkaisut yhdeksi funktioksi.
Ratkaistaan ongelma kokeilemalla derivaattoja. Lauseke 4x saadaan, kun de-
rivoidaan lauseketta 2x2. Lausekkeen jälkimmäinen osa 5 puolestaan saadaan,
kun derivoidaan lauseketta 5x. Nämä yhdistämällä saadaan eräs ratkaisu F (x) =
2x2 + 5x.
Huomataan, että derivoidessa vakio häviää lausekkeesta. Toinen mahdollinen
ratkaisu voisi olla esimerkiksi: F (x) = x2 + 5x + 2. Funktioksi F kelpaa funk-
tio F (x) = 2x2 + 5x, johon liitetään mikä tahansa vakio. Olkoon tämä vakio C
(integrointivakio). Tällöin kaikki ratkaisut ovat siis
F (x) = x2 + 5x+ C, missä C ∈ R.
Seuraavaksi perehdytään derivointi- ja integrointioperaatioiden vastakkaisuu-
teen ja siihen liittyvään ongelmaan. Tehtävä on osin avoin.
4.2.0.17 Derivoitaessa ja integroitaessa funktio f(x) = x3 + 6 ei päädytä alku-
peräiseen funktioon, miksi? Kokeile.
Minkälainen ehto tai määritys alkuperäiselle funktiolle pitää asettaa, jotta integroin-
nin jälkeen saadaan palautettua alkuperäinen funktio?
Tehtävän ratkaisun purkamisen voi aloittaa esimerkiksi seuraavasti. Derivoimal-
la funktio f(x) saadaan f
′
(x) = 3x2. Integroitaessa funktio f
′
(x) saadaan inte-
graalifunktio x3 + C. Huomataan, että saatu lauseke ei ole alkuperäisen kanssa
sama.
Derivoitaessa funktio f vakio jää pois. Funktion vakiolla ei siis ole merkitystä
derivaattafunktion kannalta. Samaan lopputulokseen päädytään funktioilla f(x)+
C, jossa C on vakio. Funktiolla voi olla täsmälleen yksi derivaattafunktio. Puoles-
taan derivaattafunktiolla on integraalifunktioita äärettömän paljon (C ∈ R).
Vakion C määrittämiseksi täytyy funktiolla antaa eräänlainen ehto. Edellä-
esiteltyyn funktioon voitaisiin liittää ehto f(0) = 03 + 6 = 6. Tällöin integraalien
joukosta saadaan määrättyä tietty integraali yhtälön avulla:
f(0) = 6⇔ 03 + C = 6⇔ C = 6
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⇒ f(x) = x3 + 6.
Seuraavaksi syvennytään integrointivakioon täsmällisesti, vastataan kysymyk-
seen: määrittääkö vakio C täsmällisesti funktion kaikki mahdolliset integraalifunk-
tiot. Tätä varten tarvitaan tulosta, joka tunnetaan nimellä integraalilaskennan pe-
ruslause.
Integraalilaskennan peruslause: Jos funktion derivaatta jokaisessa jonkin välin
pisteessä on 0, niin funktio on tällä välillä vakiofunktio.
4.2.0.18 Osoita, että tunnettaessa eräs funktion f integraalifunktio F , saadaan
kaikki integraalifunktiot lisäämällä siihen vakio C. Valitse kaksi funktion f inte-
graalifunktiota ja tutki niiden erotusta. Käytä todistuksessa edellä esitettyä inte-
graalilaskennan peruslausetta.
Valitaan tarkasteltaviksi funktioiksi F ja F+C, jossa C on reaaliluku. Näytetään
ensin, että molempien funktioiden derivaatat ovat samat,DF (x) = f(x) = DF (x)+
DC = D (F (x) + C), joten molemmat ovat funktion f integraaleja.
Näytetään, että funktion f integraali on muotoa F (x)+C. Oletetaan, että tun-
netaan funktio f ja sen eräät toisistaan eriävät integraalifunktiot F jaG. Tutkitaan
funktioiden erotusta F (x)−G(x) ja näytetään, että niiden erotus on vakio:
D (F (x)−G(x)) = DF (x)−DG(x) = f(x)− f(x) = 0.
Erotusfunktion derivaatan ollessa 0, on erotufunktio integraalilaskennan perus-
lauseen nojalla vakiofunktio. Tällöin on siis funktioiden G ja F erotus on vakio:
G(x)− F (x) = C ⇔ G(x) = F (x) + C, C ∈ R.
Tämä merkitsee sitä, että jokainen funktion f integraali voidaan esittää muodossa
F + C.
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4.3 Määrätty integraali
Edellä on opittu, mitä on integraalifunktio. Tässä kappaleessa määritetään, mitä
on määrätty integraali, ja harjoitellaan sen käyttöä. Määrätty integraali on tämän
kurssin keskeisin työkalu ja siksi erittäin tärkeä konsepti oppia.
Seuraavassa tehtävässä lähestytään määrätyn integraalin ideaa avoimesta näkö-
kulmasta lähtien.
4.3.0.19 Määritä valitsemasi jatkuvan funktion kuvaajan ja x-akselin rajaama
pinta-ala jollain välillä esim. [1, 3]].
Tehtävässä ei ole paljoa oletuksia annettuna valmiiksi. Siinä voi valita lähtö-
kohdat varsin vapaasti ja edetä edellisen luvun tietoihin perustaen.
Tehtävässä kannattaa ehdottomasti piirtää kuva, josta näkee konkreettisesti
ratkaistavan pinta-alan rajat. Jos valittu funktio on ensimmäinen asteen funktio,
voidaan ratkaisu hakea myös geometrisesti määrittämällä pinta-alafunktio A, ja
määrittämällä sen avulla pinta-ala erotuksena A(3)− A(1).
Järkevämpää on kuitenkin käyttää hyödyksi integraalifunktiota. Tässä vai-
heessa tiedetään jo, että integraalifunktiolla on samat ominaisuudet kuin pinta-
alafunktiolla. Ratkaistaan siis integraalifunktio F , josta vielä ratkaistaan pinta-ala-
funktion tavoin erotus F (3)− F (1). Tämä ratkaisu lähestyy määrätyn integraalin
määritelmää.
Seuraavassa tehtävässä päästään määrittämään menetelmää, miten voitaisiin
laskea tietty funktion kuvaajan rajaama pinta-ala. Kurssin tässä vaiheessa tähän
on olemassa jo monta keinoa. Tehtävä johdattelee määrättyyn integraaliin.
4.3.0.20 Pohdi, millä eri tavoin voidaan laskea jatkuvan funktion f kuvaajan ja
x-akselin rajaama pinta-ala välillä x ∈ [a, b]? Voit halutessasi valita esimerkkifunk-
tion. Piirrä kuva, pohdi ja anna numeerinen esimerkki.
Tehtävässä voidaan lähteä liikkeelle monelta eri kantilta. Seuraavassa esitetään
eräs päättelyn kulku, joka johtaa integraalin rajojen muodostaman erotuksen tutki-
miseen.
Voidaan valita jokin tietty funktio esim. f(x) = 2x ja integroida se:∫
f(x) = x2 + C
ja ratkaista siitä C siten, että pinta-alan suuruus sen reunalla kohdassa a alkaa
nollasta eli
F (a) = 0⇔ a2 + C = 0⇔ C = −a2.
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Tällöin haluttu integraali saadaan muotoon, johon sijoittamalla b saadaan pinta-
ala halutulla välillä. Funktio F saadaan näin muotoon
F (b) = b2 − a2.
Abstraktilla tasolla voisi tehtävässä lähteä liikkeelle vaikka pinta-alafunktion
määritelmästä. Olkoon B pinta-alafunktio, joka kuvaa funktion f kuvaajan ja x-
akselin rajaaman pinta-alan muuttujalle x asti. Tällöin pinta-alafunktioiden erotus
B(b)−B(a) = A kuvaa funktion pinta-alaa välillä [a, b].
Yleisesti voidaan päätellä seuraavaa: Funktion f integraalit ovat muotoa F (x)+
C = A,A ∈ R. Tiedetään, että F (a) = 0, koska a vasen integrointiraja. Ratkaistaan
C:
F (a) + C = 0⇔ C = −F (a).
Integraali saadaan nyt muotoon
F (x)− F (a) = A.
Sijoitetaan vielä funktioon x:n arvoksi b. Pinta-ala välillä x ∈ [a, b] saadaan las-
kettua seuraavasti:
A = F (b)− F (a).
4.3.0.21 Integraalifunktioon aina liitetään jokin vakio C. Onko vakion C suuruu-
della merkitystä määritettäessä integraalin arvoa välillä [a, b]?
Mitä integraalin arvon tulee olla, kun x = a?
Kokeile pinta-alafunktiolla, laske ja todista.
Tutkitaan esimerkiksi, vaikuttaako vakion arvo pinta-alafunktion suuruuteen
tietyllä välillä. Olkoon pinta-alafunktio x∗x
2
+2 = x
2
2
+2. Tällöin esimerkiksi välillä
[a, b] pinta-alasta supistuvat vakiotermit pois
b2
2
+ 2−
(
a2
2
+ 2
)
=
b2 − a2
2
.
Vaikuttaisi siltä, että vakio C tulee supistumaan pois. Niin tuleekin tapahtumaan,
mutta määritettäessä laskusääntöä, jolla lasketaan käyrän rajaama pinta-ala tie-
tyllä välillä, käytetään vakiota C hyväksi. Todistus:∫
f(x)dx = F (x) + C.
Tiedetään, että kohdassa a, eli määritellyn välin alkupisteessä, pinta-alan pitää
olla 0, joten
F (a) + C = 0⇔ C = −F (a).
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Saadaan siis, että integraalin arvo välillä [a, b] on∫
f(x)dx = F (x) + C = F (x)− F (a).
Sijoitetaan vielä lopuksi määrätyn integraalin päätepiste b funktioon F ja saadaan
välillä [a, b] ∫
f(x)dx = F (b)− F (a).
Vakion C suuruus määräytyy integrointirajan a mukaisesti. Tehtävän ohessa saa-
tiin laskettua integraalin arvo määrätyllä välillä.
Määrätyn integraalin merkinnässä integrointirajat on otettu osaksi sitä ja sitä
merkitään ∫ b
a
f(x)dx,
jossa a ja b ovat integroinnin rajat [a, b]. Merkintä luetaan: integraali a:sta b:hen.
Määrätyn integraalin arvo saadaan siis laskettua kaavalla∫ b
a
f(x)dx = F (b)− F (a).
Seuraavassa tehtävässä harjoitellaan määrätyn integraalin käyttöä suoraviivai-
sesti.
4.3.0.22 Laske määrätyn integraalin arvo funktiolle f(x) = 2x3 − x välillä [1, 3].
Määrätyn integraalin arvo saadaan ratkaistua seuraavasti edellä esitetyn lasku-
menetelmän avulla.∫ 3
1
2x3 − x =
3/
1
2
4
x4 − 1
2
x2 =
1
2
∗ (x4 − x2)
=
1
2
(34 − 32 − (14 − 12)) = 1
2
∗ (81− 9− 1 + 1) = 72
2
= 36.
Seuraavassa tehtävässä lähdetään soveltamaan määrättyä integraalia. Tehtävä
on avoin ja se pyrkii haastaamaan kokonaisvaltaiseen matemaattiseen ajatteluun.
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Kuva 12:
4.3.0.23 Anna esimerkki, millä välillä funktion f(x) =
1
2
√
x kuvaaja rajaa x-akselille pinta-alan 5. Mikä on le-
vein mahdollinen väli [a, b], jolla tämä pinta-ala toteutuu,
miksi?
Lähdetään liikkeelle muutamista hyödyllisistä tiedoista.
Ensinnäkin neliöjuurifunktio on jatkuva, joten se on
myös siis integroituva. Neliöjuurifunktion määritte-
lyjoukko on R+, joten rajaudutaan tutkitaan vain positiivisia x-akselin välejä.
Lisäksi funktio f saa positiivisia arvoja kaikilla arvoilla x ≥ 0.
Voidaan todeta, että pinta-ala 5 varmasti löytyy jollain välillä, sillä pinta-ala
voi saada positiivisia jopa mielivaltaisen suuria arvoja. Tehtävän näkökulmasta
löydetään pinta-ala väliltä 0 ≤ A ≤ 10. Ratkaistaan funktion f integraalifunktio:
F (x) =
1
2
∗ 2
3
x
3
2 =
1
3
x
3
2 .
Ratkaistaan eräs väli, jolla integraaliksi saadaan 5. Valitaan alkupisteeksi esim.
piste x = 0 ja vaihdetaan selvyyden vuoksi muuttujaksi b ja sievennetään saatu
lauseke. Tällöin
5 = F (b)− F (0)⇔ 5 = 1
3
b
3
2 − 0,
1
3
b
3
2 = 5⇔ b 32 = 15,
b = 15
2
3 ≈ 6,08.
Tämä on myös levein mahdollinen väli x ∈ [0, 15 23 ], koska funktio f(x) on ai-
dosti kasvava ja tällöin funktion arvot ovat pienimmillään.
Seuraavassa tehtävässä jatketaan määrätyn integraalin soveltamista. Se on pe-
rusrakenteeltaan yksinkertainen ja helppo lähestyä, ja siinä on runsaasti vapaut-
ta valinnoille. Osoittautuu myös, että sen ratkaisemisessa tarvitaan eri matema-
tiikanhaarojen osaamista. Siinä tarvitaan perustietoja geometriasta, yhtälöistä,
derivaatasta ja erityisesti integraalista.
Tehtävässä kannattaa käyttää myös hyödyksi seuraavaa funktion jatkuvuuteen
perustuvaa päätelmää: Oletetaan ensin funktion f olevan jatkuva välillä [a, b]. Täl-
löin se saa kaikki arvot tuolta väliltä. Kun oletetaan, että a ≤ b, niin funktio f saa
kaikki arvot f(a) ≤ f(x) ≤ f(b). Tämän kaltaista päätelmää kutsutaan matemaat-
tiikassa Bolzanon lauseeksi.
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Kuva 13: *1
4.3.0.24 Määritä piirtämällä mahdollisimman monta kuviota,
jonka leveys on 2 ja pinta-ala on 4.
Määritä monipuolisesti eriasteisia (Esim. x, x2..) funktioita
väliltä [0,2], joiden kuvaajien ja x-akselin määräämä pinta-ala on
4.
Määritä viidennen asteen funktio, joka määrittää välillä
[0, 2] pinta-alan 4. (Vihje: vakiolla kertominen, integraalifunk-
tio)
Yksinkertaisin esimerkki kuviosta, jonka leveys on 2 ja pinta-
ala 4, on neliö, jonka sivut ovat pituudeltaan 2 yksikköä. Neliö
kannattaa asettaa koordinaatistoon siten, että sen vasen alakul-
ma on origossa.
Neliöstä saadaan varioitua symmetrian avulla erilaisia kuvioita. Valitaan pis-
teeksi E = (1, 2), joka on neliön yläsärmän keskipiste. Kun piirretään suora, joka
kulkee pisteen E ja esimerkiksi pisteen (0, 1) kautta, saadaan muodostettua uusi
kuvio, jonka pinta-ala on edelleen 4.
Perustellaan väite geometrisesti. Suoran piirtämällä muodostuu kaksi kolmiota,
toinen neliön sisäpuolelle ja toinen ulkopuolelle. Suoran muodostamat kolmiot ovat
samat sillä, muodostuvista kolmioista löydetään yhtä pitkät sivut ja kaksi kulmaa
(|DE| = |EC|, ∠GEC = ∠FED, ∠ECG = ∠EDF = 90◦), SKK. Näin ollen
kolmiot ovat yhtenevät, josta seuraa, että uuden kuvion pinta-ala on sama kuin
neliönkin eli 4.
Yhtälailla symmetriapistettä apuna käyttäen voidaan muodostaa mielivaltaisia
kuvioita, joiden pinta-ala on 4, esimerkiksi murtoviivoja tai käyriä käyttäen. Näin
huomataan, että leveydeltään 2 olevia kuvioita, jotka määrittävät pinta-alan 4
löydetään äärettömän paljon.
Piirrettyjä muotoja apuna käyttäen on helppoa muodostaa erilaisia funktioita,
jotka rajaavat välillä [0, 2] pinta-alan 4. Edellisen kohdan geometrisen päättelyn
nojalla tiedämme, että esimerkiksi funktiot f(x) = 2 ja g(x) = x + 1 tuottavat
halutun pinta-alan.
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Funktio g tuottaa halutun pinta-alan∫ 2
0
g(x)dx =
∫ 2
0
x+ 1dx =
2/
0
1
2
x2 + x =
1
2
22 + 2 = 2 + 2 = 4.
Viidennen asteen funktion löytämiseksi tarkastellaan määrättyä integraalia∫ 2
0
h(x)d(x) = H(2) − H(0) = 4. Esimerkiksi arvoilla H(2) = 4 ja H(0) = 0
saadaan haluttu pinta-ala. Valitaan siis jatkuva viidennen asteen funktio, joka on
positiivinen positiivisella x:n akselilla. Kun sille asetetaan kertoimeksi vakio a, niin
funktio h ja erityisesti sen integraalifunktio H voivat saada kaikki arvot kohdassa
x = 2. Tällöin voidaan ratkaista se a:n arvo, jolla H(2) = 4.
Olkoon viidennen asteen funktio h(x) = a(3x5+3x2). Tällöin h (x) > 0 Kaikilla
x > 0. Integroidaan h ja ratkaistaan a, millä H(2)−H(0) = 4
∫ 2
0
h(x)dx = a
(∫ 2
0
3x5 + 3x2dx
)
= a
(
2/
0
1
2
x6 + x3
)
= a
(
1
2
26 + 23
)
= 4
⇔ a = 4
40
=
1
10
.
Haluttu funktio h(x) = 1
10
(3x5 + 3x2).
4.4 Laskusääntöjä ja käytäntöjä
Tässä luvussa käydään läpi integraalilaskennan peruslaskusäännöt ja muutamia
käytäntöjä, jotka helpottavat integroimista ja harjoitellaan integroimista y-akselin
suhteen.
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Laskusäännöt osion tehtävät ovat perinteisiä tehtäviä hankalampia, mutta nii-
den avulla päästään hyvin kertaamaan juuri opittu määrätty integraali.
4.4.0.25 Osoita määrättyyn integraaliin liittyvät laskusääntöväittämät joko oikeik-
si tai vääriksi määrätyn integraalin määritelmän perusteella. Voit kokeilla ensin va-
litsemallasi konkreettisella funktiolla. Korjaa väärät väittämät.
a)
∫ b
a
(2 ∗ f(x)) dx = 2 ∗ ∫ b
a
f(x)dx
b)
∫ b
a
f(x)dx+
∫ a
b
f(x)dx = 2 ∗
(∫ b
a
f(x)dx
)
c) Integraali voidaan määrittää paloittain. Oletetaan, että a < c < b. Tällöin
integrointiväli [a, b] voidaan jakaa väleihin [a, c] ja [c, b]. (Vihje: 0 = F (c)−F (c))
d) Funktion f saadessa vain negatiivisia arvoja, myös integraali on negatiivinen.
Ratkaisut
a) ∫ b
a
(2 ∗ f(x)) dx = 2 ∗ F (b)− 2 ∗ F (a) =
2 ∗ (F (b)− F (a)) = 2 ∗
∫ b
a
f(x)dx
b) ∫ b
a
f(x)dx+
∫ a
b
f(x)dx = F (b)− F (a) + F (a)− F (b) = 0
Väite on siis väärä ja edellä esitetty ratkaisu oikea.
c) Olk. a, b, c ∈ R, a < c < b
Tällöin
∫ b
a
f(x)dx = F (b)− F (a) = F (b)− F (c) + F (c)− F (a)
=
∫ b
c
f(x)dx+
∫ c
a
f(x)dx =
∫ c
a
f(x)dx+
∫ b
c
f(x)dx
Väite on oikea.
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d) Kokeillaan väitettä yksinkertaisella funktiolla esim. f(x) = −1, joka on negatii-
vinen jokaisella x:n arvolla:
f(x) = −1⇒
∫ 2
0
−1dx =
2/
0
−x = −2− 0 = −2.
Vaikuttaisi siis siltä, että väite pitää paikkaansa. Näytetään vielä, että se pätee.
Ol. f(x) < 0. Tällöin funktion f käänteisluku −f(x) > 0 on positiivinen, ja∫ b
a
−f(x)dx = −
∫ b
a
f(x)dx,
jossa siis funktio f saa nyt vain positiivisia arvoja ja negatiivinen merkki edessä
takaa sen, että kaikki arvot ovat lopulta negatiivisia. Siis funktion, joka saa vain
negatiivisia arvoja, integraali on myös negatiivinen.
Seuraavassa tehtävässä tutkitaan integraalin muodostamaa kuviota ja sen pinta-
alaa x-akselille. Siinä pitää huomioida eräs tärkeä seikka, johon tutustutaan seu-
raavassa tehtävässä.
4.4.0.26 Aiemmassa tehtävässä ratkaistiin funktion f(x) = x− 2 integraali. Kuin-
ka voidaan ratkaista funktion kuvaajan x-akselille muodostaman kuvion pinta-ala
kun x ∈ [0, 6]?
Tiedetään siis, että funktion kuvaajan saadessa (vain) negatiivisia arvoja on
myös integraali negatiivinen. Kuinka siis laskea pinta-ala niin, että jos pinta-ala
saadaankin negatiivisena, se käännetään positiiviseksi?
Lasketaan positiiviset ja negatiiviset pinta-alat erikseen paloittain. Riittää, että
huomioidaan, kun f(x) < 0, niin sitä vastaavasta integraalin arvosta otetaan sen
käänteisluku −F (x). Ratkaistaan, missä f(x) = 0:
f(x) = 0⇒ x = 2,
ja jaetaan integroitava ala kahteen osaan. Kysytyn kuvion pinta-ala on
−
∫ 2
0
f(x)dx+
∫ 6
2
f(x)dx = −
2/
0
1
2
x2 − 2x+
6/
2
1
2
x2 − 2x
= −(1
2
∗ 22 − 2 ∗ 2) + 1
2
∗ 62 − 2 ∗ 6− (1
2
∗ 22 − 2 ∗ 2) = 2 + 6 + 2 = 10.
34
Integraalifunktio F on siis laskeva, kun funktio f saa negatiivisia arvoja. Ku-
vion pinta-alaa laskiessa tämä tulee ottaa huomioon siten, että negatiivisena saata-
va pinta-ala käännetään positiiviseksi, jotta se kerryttää kuvion kokonaispinta-
alaa.
Seuraavissa tehtävissä harjoitellaan määrätyn integraalin käyttöä ja opitaan
hyödyllisiä ja välttämättömiä toimenpiteitä integrointiin liittyen. Tehtävät ovat
avoimia.
4.4.0.27 On hyödyllistä sieventää integroitava lauseke ennen integroimista. Näytä
kahdella erilaisella esimerkillä tämä todeksi. Käytä toisessa polynomien osamäärää
hyödyksi. Miksi kannattaa sieventää ennen integroimista?
Sieventäminen kannattaa yksinkertaisesti siitä syystä, että integroiminen sieven-
netyllä lausekkeella on paljon yksinkertaisempaa, nopeampaa, helpompaa ja varmem-
paa. Integroimisen suorittamisen osalta saattaa olla myös tarpeellista sieventää
lauseke integroitavaan muotoon ennen kuin se voidaan integroida. Annetaan esi-
merkki funktiosta, joka on aivan ilmeisen paljon yksinkertaisempi integroida sieven-
nettynä. Olkoon f(x) = (x+ 2)2 − 2(x− 2). Sievennetään:
f(x) = (x+ 2)2 − 2(2x+ 2) = x2 + 4x+ 4− 4x− 4 = x2∫
f(x)dx =
∫
x2dx =
1
3
x3 + c.
Toinen yksinkertainen esimerkki voidaan näyttää osamäärän sieventämisestä. Mää-
ritellään funktio g seuraavasti:
g(x) =
x2 − 2x+ 1
x− 1 =
(x− 1)2
x− 1 = x− 1∫
g(x)dx =
∫
x− 1dx = 1
2
x2 − x+ C.
Joissain tapauksissa sieventäminen on välttämätöntä. Esimerkiksi osamäärän
integroiminen ei onnistu ilman sievennystä, jos osoittajassa ei ole nimittäjän derivaat-
taa. Määritetään funktio h seuraavasti:
h(x) =
x
x+ 1
.
Kun funktion h lauseke jaetaan (murtolukujen) jakokulmassa, niin saadaan 1
kokonainen ja jakojäännökseksi jää −1/(x+ 1). Näin ollen
h(x) =
x
x+ 1
= 1− 1
x+ 1
.
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Tämä lauseke voidaan integroida normaalisti ja siitä saadaan∫
h(x)dx =
∫
1− 1
x+ 1
dx = x− ln(x+ 1) + C.
Voidaan todeta, että sieventämisestä ei ole ainoastaan hyötyä, se tulee tehdä ennen
integrointia.
Kuva 14:
4.4.0.28 Symmetriaa voidaan käyttää hyödyksi inte-
groitaessa, mutta minkälaisissa tapauksissa ja miten?
Avuksi voit piirtää kuvaajia, jotka ovat symmetrisiä ja
kulkevat esim. origon kautta. Anna myös esimerkke-
jä funktioista, joiden integrointia symmetrian käyttö
helpottaa.
Symmetriaa voidaan käyttää hyväksi ainakin kahdessa
erityyppisessä integroinnissa.
Integroitaessa esimerkiksi funktiota, joka on sym-
metrinen suoran (y-akselin) suhteen, voidaan käyttää
symmetriaa. Näitä funktioita ovat parilliset potenssi-
funktiot. Olkoon funktio f(x) = x2. Paraabeli on sym-
metrinen suoran suhteen. Tässä tapauksessa paraabelin
huippu asettuu origoon, joten se on symmetrinen y-akselin suhteen.
Kuva 15:
Integroitaessa väliä [−a, a], a ∈ R+ nähdään, että
sama pinta-ala löytyy y-akselin molemmin puolin, joten∫ a
−a
x2dx = 2 ∗
∫ a
0
x2dx
= 2 ∗
a/
0
1
3
x3 = 2 ∗ 1
3
∗ a3 = 2
3
a3
.
Symmetriaa voidaan käyttää hyväksi myös parit-
tomien potenssifunktioiden integroimisessa. Olkoon
f(x) = x3 ja integroitava väli [−a, a], a ∈ R+. Huo-
mataan, että funktio on symmetrinen pisteen (origon)
suhteen. Näin ollen y-akselin molemmin puolin muodos-
tuvat pinta-alat ovat samat, mutta vastakkaiset. Näin ollen integraaliksi tullaan
saamaan 0. Lasketaan vielä integraali:∫ a
−a
x3dx =
a/
−a
1
4
x4 =
1
4
a4 − 1
4
(−a)4 = 0.
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Seuraavassa tehtävässä harjoitellaan määrätyn integraalin laskusäännön käyt-
töä ja tutkitaan trigonometrisen funktion pinta-alaa.
Kuva 16:
4.4.0.29 Valitse trigonometrinen funktio f ja integroi
se välillä [3/2pi, 2pi]. Piirrä myös kuva.
Olkoon trigonometrinen funktio f(x) = 2 ∗ cos(x) ja
integroidaan se∫ 2pi
3/2pi
f(x) = 2 ∗
∫
cos(x) = 2 ∗
2pi/
3/2pi
sin(x)
= 2 ∗ (sin(2pi)− sin(3/2pi))) = 2 ∗ (0− (−1)) = 2.
4.5 Integroiminen y-akselin suhteen
Seuraavaksi pyritään ratkaisemaan, miten voitaisiin integroida y-akselin suhteen.
Edellytyksenä tehtävän tekemiseen on käänteisfunktion käsitteen tunteminen. Teh-
tävässä kannattaa lähteä liikkeelle ehdottomasti kuvan piirtämisestä. Sen avulla
tehtävässä pääsee eteenpäin. Silti laskumenetelmän matematisointi voi olla haas-
tavaa, mutta ehdottomasti palkitsevaa.
Kuva 17:
4.5.0.30 Integrointi tapahtuu yleensä x-akselin
suhteen. Miten integroidaan y-akselin suhteen;
minkä funktion suhteen tällöin integroidaan? Miten
integrointirajat muuttuvat? Piirrä esimerkkikuva.
Integroi y-akselin suhteen
f(x) = ln(x)2 , 0 ≤ x ≤ e3.
Kun funktion muuttujaa tarkastellaan, huo-
mataan, että integroiminen tapahtuu funktion
muuttujan suhteen. Esimerkiksi integroitaessa
funktiota f saadaan siitä integraalifunktio F , joka on riippuvainen edelleen muut-
tujasta x.
Funktion f käänteisfunktio g kuvaa funktion f y-akselilta x-akselille. Integraali
y-akselin suhteen lasketaan käänteisfunktiosta g.
Integroitaessa y-akselia pitkin integrointirajat poikkeavat x-akselin rajoista. On
ratkaistava, millä y:n arvoilla saadaan integrointirajat a ja b. Ne voidaan ratkaista
yksinkertaisesti sijoittamalla integrointirajat funktioon f .
Ratkaistaan funktion f käänteisfunktio
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y =
lnx
2
⇔ lnx = 2y ⇔ elnx = e2y ⇔ x = e2y,
siis g(y) = e2y. Ratkaistaan integrointirajat ja integroidaan g. Alaraja 0 pysyy
käänteiskuvauksessa samana, mutta yläraja on eri. Sijoitetaan rajan päätepiste
funktioon f , jotta saadaan selville integrointiraja y-akselilla:
f(e3) =
lne3
2
=
3
2
.
Integroidaan g uusilla rajoilla:∫ 3/2
0
g(y)dy =
∫ 3/2
0
e2ydy =
3/2/
0
1
2
e2y
1
2
e2∗3/2 − 1
2
e2∗0 =
1
2
e3 − 1
2
.
Seuraavaksi harjoitellaan lisää integroimista y-akselin suhteen. Tehtävä on avoin,
ja se tarjoaa pikkupähkinän ratkaistavaksi.
Kuva 18:
4.5.0.31 Määritä sellainen funktio, jonka x-akselille
rajaama pinta-ala on pienempi kuin y-akselille rajaama
pinta-ala, kun x, y ≥ 0. Piirrä ja näytä integroimalla,
että määrittämäsi funktio täyttää vaaditun ehdon, kun
x = 4.
Funktio, jonka rajaama pinta-ala x-akselilla on
pienempi kuin y-akselilla, saattaa olla varsin helppo
löytää. Geometrisesti kuvasta tulkittuna riittää määrit-
tää funktio, joka on ensimmäistä astetta, sen kulma-
kerroin pienempää tai yhtäsuurta kuin 1 ja leikkaa x-
akselin negatiivisella puolella. Tällöin pätee x < f(x)
kaikilla x:n arvoilla.
Määritettäessä funktiota, joka ei ole lineaarinen en-
simmäisen asteen funktio, on varminta valita funktio, joka pysyy suoran f(x) = x
alapuolella. Tällöin x < f(x) kaikilla x:n arvoilla.
Valitaan funktioksi f(x) =
√
x − 1/2. Määritetään funktion rajaamat pinta-
alat tapauksessa x = 4. Määritetään x-akselille rajautuva pinta-ala integroimalla
funktiota x:n suhteen:∫ 4
0
f(x)dx =
∫ 4
0
√
x− 1
2
=
4/
0
2
3
x
3
2 − 1
2
x
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=
2
3
∗ 4 32 − 1
2
∗ 4 = 2
3
∗ 8− 2 = 10
3
.
Kuva 19:
Y-akselille rajautuvan pinta-alan ratkaisemiseksi
ratkaistaan funktion f käänteisfunktio g ja uudet in-
tegrointirajat. Käänteisfunktio:
√
x−1
2
= y ⇔ √x = y+1
2
⇔ x =
(
y +
1
2
)2
, (x, y > 0),
integrointirajat:
f(0) = 0,
f(4) =
√
4 +
1
2
=
5
2
.
Määrätyksi integraaliksi y-akselille saadaan:∫ 5/2
0
g(y)dy =
∫ 5/2
0
(y + 1/2)2 dy =
∫ 5/2
0
y2 + y +
1
4
dy
=
5/2/
0
1
3
y3 +
1
2
y2 +
1
4
y =
125
24
+
30
8
=
215
24
≈ 9.
Pinta-ala y-akselille on siis suurempi (9 > 10
3
).
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4.6 Kahden funktion rajaama pinta-ala
Tässä luvussa siirrytään yhden funktion tapauksesta sellaiseen, jossa funktioita on
kaksi, ja pohditaan, kuinka lasketaan kahden funktion rajaama pinta-ala.
Seuraava tehtävä johdattelee kehittämään laskumenetelmän kahden funktion
rajaaman pinta-alan ratkaisemiseksi.
4.6.0.32 Kehitä menetelmä, jolla voidaan laskea kahden käyrän rajaama pinta-
ala. Piirrä kuva ja laske.
Onko mahdollista laskea ks. pinta-alaa niin, että riittää laskea integraali yhdestä
funktiosta.
Päteekö laskumenetelmäsi, jos toinen tai molemmat funktiot saavat negatiivisia ar-
voja?
Tehtävässä on oleellista löytää menetelmä kahden käyrän rajaaman pinta-alan
laskemiseen. Pinta-ala saadaan laskettua esimerkiksi kahden pinta-alan erotukse-
na. Laskemiseen tarvitaan siis integraalia. Olkoon A laskettava pinta-ala ja A1 ja
A2 kahden eri funktioiden f ja g rajaamat pinta-alat välillä [a, b]. Tällöin∫ b
a
f(x)dx−
∫ b
a
g(x)dx = A1 − A2 = A.
Kuva 20:
Ei kannata kuitenkaan tyytyä laskemaan kahta er-
illistä integraalia. Määrätyn integraalin laskusääntöjen
yhteydessä osoitettiin, että integraalit samalta inte-
grointiväliltä, voidaan vähentää (tai summata) toisis-
taan. Näin ollen laskusääntö voidaan muokata muotoon∫ b
a
f(x)dx−
∫ b
a
g(x)dx =
∫ b
a
f(x)− g(x)dx.
Näin laskettaessa laskettavaa jää vähemmän, mikä
nopeuttaa ja helpottaa laskemista sekä vähentää lasku-
virheen mahdollisuutta.
Ei ole itsestään selvää, voidaanko kahden funk-
tion erotusta tutkia näin suoraviivaisesti, jos toinen tai
molemmat funktiot saavat negatiivisia arvoja.
Voidaan näyttää, että kaksi pinta-alaa voidaan erottaa toisistaan riippumatta
funktioiden saamista arvoista. Graaﬁsesti funktioiden kuvaajia analysoiden voidaan
huomata, että erilaisissa tilanteissa tämä pätee. Esimerkiksi, kun f saa positiivisia
ja g negatiivisia arvoja, funktio g kasvattaa luonnollisesti pinta-alaa x-akselin ala-
puolelta.
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Kuva 21:
Jos molemmat funktiot f ja g saavat negatiivisia
arvoja jollain välillä, niin laskumenetelmän oikeellisu-
us ei ole aivan niin selvä. Helpoiten tästä epäilyksestä
päästään lisäämällä molempiin funktioihin jokin vakio
a niin, että funktiot saavat vain positiivisia arvoja inte-
grointivälillä, mikä luonnollisesti ei vaikuta funktioiden
yhdessä raajaamaan pinta-alaan mitenkään. Tällöin
A =
∫ b
a
(g(x) + a)− (f(x) + a) dx
=
∫ b
a
(
g(x) + a− (f(x)− a) dx =
∫ b
a
g(x)− f(x)dx.
Seuraavaksi sovelletaan laskumenetelmää käytännössä. Tehtävä on avoin.
Kuva 22:
4.6.0.33 Olkoon funktio f(x) = lnx + 1. Määritä funk-
tio g niin, että funktioiden f ja g rajaama pinta-ala on
suuruudeltaan 2 välillä x ∈ [1, 3]. Hahmottele funktiot ku-
vaan. Esitä muutama erilainen ratkaisu, älä tyydy yh-
teen.
Hahmotellaan ensin minkälainen funktio f on. Loga-
ritmifunktio on kasvava eikä vakio vaikuta funktion kas-
vavuuteen, joten funktio f on kasvava.
Tehtävälle löytyy eräät ilmeiset ratkaisut. Muokkaa-
malla alkuperäisen funktion vakio osaa saadaan kaksi
erilaista ratkaisua. Kun funktioiden väli koko integroin-
ti alueella on 1 ja integrointialueen pituus on 2, niin
pinta-alaksi saadaan 1 ∗ 2 = 2. Näytetään tämä vielä
formaalisti, niin että esitetään ratkaistava vakio tun-
temattomana muuttujana a. Pyritään ratkaisemaan a.
Olkoon h(x) = |f(x)− g(x)| ja g(x) = lnx+ a
⇒ h(x) = |f(x)− g(x)| = |lnx+ 1− (lnx+ a)| = |1− a| .
Integroidaan saatu lauseke x:n suhteen ja ratkaistaan luku a, jolla pinta-alaksi
saadaan 2: ∫ 3
1
|1− a| dx = ±
∫ 3
1
1− a dx = ±
3/
1
x− xa
= ± (3− 3a− (1− a)) = ± (2− 2a) = 2⇔ a = 0 tai a = 2.
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Ratkaistaan tehtävä vielä erisuuntaisella funktiolla g. Valitaan piirretyn ku-
van perusteella kasvava funktio, josta jätetään jotain oleellista avoimeksi. Olkoon
g(x) = ax, a > 0, (x > 0)
⇒ h(x) = |f(x)− g(x)| = |lnx+ 1− ax|
=
∫ 3
1
|lnx+ 1− ax| dx =
3/
1
x ln(x)− x+ x− a
2
x2
= 3 ∗ ln(3)− a
2
32 −
(
1 ∗ ln(1)− a
2
)
= 3 ∗ ln(3)− 9a
2
+
a
2
= 2
⇔ −4a = 2− 3 ∗ ln(3)
⇔ a = −2− 3 ∗ ln(3)
4
= 3 ∗ ln(3)4− 1
2
.
Näin ollen funktio g saa muodon
g(x) =
(
3 ∗ ln(3)4− 1
2
)
x.
Seuraavissa tehtävissä harjoitellaan matemaattista mallintamista.
4.6.0.34 Valitse suorakaiteesta poikkeava geometrinen muoto, aseta se koordi-
naatistoon ja laske integraalin avulla sen pinta-ala. Tarkista ratkaisu geometrisesti.
Mitä kaikkia geometrisien kuvioiden pinta-alojen suuruuksia voit mallintaa inte-
graalin avulla? Anna esimerkkejä.
Valitaan tarkastaltavaksi muodoksi kolmio. Olkoon kolmion kärkipisteet pisteis-
sä A(0, 0), B(2, 1) ja C(0, 1).
Kuva 23:
Tällöin ratkaistava muoto on mukavan yksinkertainen ja
pinta-alan tarkistaminen on helppoa. Kolmiota voisi käsitellä
hieman integroinnin helpottamiseksi esimerkiksi peilaamalla sen
janan AB suuntaisen suoran mukaan. Integroidaan se kuitenkin
sellaisenaan.
Määritetään funktio f siten, että se kulkee pisteiden B ja
C kautta, ja funktio g siten, että se kulkee pisteiden A ja B
kautta. Tällöin ne ovat: f(x) = 1 ja g(x) = 1/2x. Määritetään
nyt näiden funktioiden väliin jäävä pinta-ala eli integroidaan funktioiden f ja g
erotus välillä x ∈ [0, 2]. Tällöin∫ 2
0
f(x)− g(x)dx =
∫ 2
0
1− 1
2
xdx =
2/
0
x− 1
4
x2
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= 2− 1
4
∗ 22 = 1.
Geometrisesti nähdään helposti, että ratkaisu on oikea, sillä kolmion ABC pinta-
ala on 1 ∗ 2 ∗ 1/2 = 1.
Kuva 24:
4.6.0.35 Arvioi integrointimenetelmin juomalasin läpileikkauk-
sen muodostamaa pinta-alaa. Arvioi mallisi hyvyyttä.
Oleellista on löytää yksi sopiva tai useampi funktio, jonka
avulla lasin muotoja pystyy mallintamaan. Ohessa muutama
esi-merkki funktioista, joita voisi käyttää. Korkean asteen funk-
tiolla saadaan malliksi paraabeli. Kahta funktiota käyttämällä
saadaan malliin pyöreämpiä muotoja lasin molemmille puolille.
Käytetään esimerkissä funktioita f(x) =
√
x + 1 ja g(x) =
1/2x. Lasissa olisi oikeasti pohjalla tasainen paksuus, mutta
yksinkertaistetaan mallia tätä esimerkkiä varten. Voidaksemme
tutkia funktioiden erotusta, täytyy molempien tarkasteltavien
funktioiden olla integroituvia koko määrittelyvälillä. Valitaan
integroitavaksi väliksi x ∈ [0, 7].
Kuva 25:
Määritetään erotusfunktio ja integroidaan se. Käytetään
symmetriaa hyväksi, jotta saadaan koko leikkauksen pinta-ala
A = 2 ∗
∫ 7
0
f(x)dx−
∫ 7
0
g(x)dx = 2 ∗
∫ 7
0
f(x)− g(x)dx
= 2 ∗
∫ 7
0
√
1 + 1− 1
2
xdx = 2 ∗
7/
0
2
3
x
3
2 + x− 1
4
x2
= 2 ∗
(
2
3
7
3
2 + 7− 1
4
72
)
≈ 14.2.
Lopuksi arvioida mallin hyvyyttä. Saatu arvo on varsin suuri lasin leikkauksen
pinta-alaksi. Jos lasin leikkauksen pinta-ala on suuri, niin se on silloin rakenteeltaan
raskastekoinen. Tällöin lasin tilavuus on pieni suhteessa lasin määrään. Esimerkin
malli ei siis ole kovin hyvä.
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5 Lisätehtävät
5.1 Pinta-alafunktion derivaattalause
Seuraavassa tehtävässä osoitetaan pinta-alafunktion derivaattalause pitäväksi laske-
van funktion tapauksessa.
Kuva 26:
5.1.0.36 Todista pinta-alafunktion derivaattalause laskevan funk-
tion tapauksessa.
Todistus: Oletetaan, että funktio f on ensinnäkin laskeva ja
x < x0. Käytetään hyväksi suorakaiteita s = f(x0) (x0 − x) ja
S = f(x) (x0 − x), joilla voidaan rajata alhaalta ja ylhäältä funktion
f x-akselille rajaaman pinta-alan. Tällöin
s ≤ A(x0)− A(x) ≤ S
f(x0) (x0 − x) ≤ A(x0)− A(x) ≤ f(x) (x0 − x) .
Jaetaan yhtälöryhmä suorakaiteen leveydellä x0 − x. Saadaan
f(x0) ≤ A(x0)− A(x)
x0 − x ≤ f(x).
Kun x lähestyy rajatta pistettä x0, niin f(x)→ f(x0) ja
A(x0)− A(x)
x0 − x → f(x0).
5.2 Riemannin integraali
Matemaattiikassa tunnustettu Riemannin integraali määritellään täsmällisesti funk-
tion kuvaajan ja ylä- ja alapuolelle suorakaiteilla muodostettavien pinta-alojen
summien eli ylä- ja alasummien avulla. Jos funktion f kuvaajan ylä- ja alasum-
mat saadaan mielivaltaisen lähelle toisiaan, niin funktio f on integroituva.
5.2.0.37 Pohdi ideatasolla, miten ylä- ja alasummat eli funktion f kuvaajan ylä-
ja alapuolelle muodostettavat pinta-alat voitaisiin saada mielivaltaisen lähelle toisi-
aan.
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Tehtävää voi pohtia esimerkiksi seuraavasti: Ylä- ja alasummat voidaan muo-
dostaa jakamalla käyrän ylä- ja alapuolet pienempiin osiin. Funktioajattelun kannal-
ta on oleellista jakaa molemmat puolet yhtäleveisiin pystysuoriin suikaleisiin. Tarkas-
telussa kannattaa keskittyä esimerkiksi kasvavaan funktioon. Tällöin yläsumman
suorakulmion korkeus saadaan sen oikeasta reunasta ja vasemmasta reunasta saadaan
alasumman korkeus.
Lopulta suikaleen leveyden annetaan vähetä rajatta. Tällöin saadaan ääret-
tömän paljon suikaleita, joiden pinta-alat voidaan laskea yhteen.
Suikaleita ei välttämättä kuitenkaan tarvita kuin kourallinen. Riittää, että löy-
detään eräs jako Dn, jonka avulla saadaan ylä- ja alasummat samoiksi. Esimerkik-
si jako Dn = 1, 2 antaa vakiofunktiolle aina saman ylä- ja alasumman. Olkoon
f(x) = 4. Tällöin ylä- ja alasummiksi saadaan
SDn = (2− 1) ∗ 4 = 4,
sDn = (2− 1) ∗ 4 = 4.
Tällöin funktio on siis Riemann integroituva välillä [1, 2], jaolla Dn = 1, 2, ja sen
arvo on 4.
Riemannin integraalia käyttäen saadaan laskettua myös integraali joistain epä-
jatkuvista funktioista, jotka eivät ole jatkuvia kaikissa pisteissä.
Seuraavassa tehtävässä harjoitellaan raja-arvon laskemista ja tutkitaan, mitä
saadut raja-arvot esittävät.
5.2.0.38 Olkoon funktio f(x) = 1, kun x 6= 1 ja 0, kun x = 1, x ∈ [0, 2]. Piirrä funk-
tiosta kuva, laske raja-arvot SDn ja sDn, kun n kasvaa rajatta, ja tutki, mitä summat
ja summien eri tekijät edustavat esim. 1 ∗ (1− 1n) (vihje:Riemann).
SDn = 1 ∗
(
1− 1n
)
+ 1 ∗ (1 + 1n − (1− 1n))+ 1 ∗ (2− (1 + 1n))
sDn = 1 ∗
(
1− 1n
)
+ 0 ∗ (1 + 1n − (1− 1n))+ 1 ∗ (2− (1 + 1n)).
Lasketaan:
SDn = 1 ∗
(
1− 1
n
)
+ 1 ∗
(
1 +
1
n
−
(
1− 1
n
))
+ 1 ∗
(
2−
(
1 +
1
n
))
= 1− 1
n
+
2
n
+ 1− 1
n
= 2.
sDn = 1 ∗
(
1− 1
n
)
+ 0 ∗
(
1 +
1
n
−
(
1− 1
n
))
+ 1 ∗
(
2−
(
1 +
1
n
))
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= 1− 1
n
+ 1− 1
n
= 2− 2
n
.
Kuva 27:
Kasvatetaan vielä muuttujaa n rajatta. Täl-
löin saadaan
Limn→∞2− 2
n
= 2.
Summien raja-arvoksi saadaan molemmissa
siis 2.
Voidaan siis ihmetellä ainakin sitä, miksi kah-
den erilaisen lausekkeen summaksi saadaan
samainen luku kaksi. Kuvaajaa tarkastelemalla
ja vihjeen perusteella voidaan tehdä sivistynyt
arvaus, että summien pitää liittyä jotenkin
funktion f kuvaajan pinta-alaan ja Riemannin
integraaliin.
Funktion f arvoja tutkimalla ilmenee, että summista se, joka sisältää ker-
toimen 0 keskimmäisessä termissä on alasummaa esittävä summa. Se kerryttää
jaon minimipinta-alaa. Toinen summista kuvaa yläsummaa. Siinä kaikissa termeis-
sä on kertoimena 1. Se kerryttää jaon maksimipinta-alaa. Jakopisteet löydetään
termien sisältä, ja ne on valittu siten, että ne lähestyvät epäjatkuvuuspistettä
vasemmalta (1-1/n) ja oikealta (1+1/n), joka löytyy pisteestä x = 1. Jako on seu-
raava: Dn = 0, 1− 1/n, 1 + 1/n, 2. Nyt, kun tunnetaan jako Dn ja ollaan näytetty,
että funktion ylä- ja alasummien raja-arvot ovat samat, on näytetty, että funktio
on Riemann integroituva ja sen arvo on 2.
Riemannin integraalin kaltaiseen menetelmään perustuu esimerkiksi koneelli-
nen integraalin ratkaiseminen. Se perustuu vastaavaan pilkkomisajatteluun, kuten
edellä on esitetty. Mitä pienempiin osiin tarkasteltava pinta jaetaan, sitä tarkempi
yleensä on ratkaisu. Aina ei kuitenkaan käy niin, että jakamalla pienempiin osiin
tulos vakiintuisi kohden tiettyä arvoa.
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6 Loppusanat
Tutkielmassa on tuotu esille näkökulmia matematiikan opetukseen. Kiinnostuksen
kohteena ovat erityisesti olleet lukion integraalikurssi ja avoimet ongelmatehtävät,
joiden mahdollisuuksia matematiikan teorian opiskelussa on pohdittu. Tutkielmas-
sa on käyty läpi monia avoimia tehtäviä ja niiden eräitä malliratkaisuja. Tehtävien
toivotaan antavan integraalikurssille uusia arvokkaita näkökulmia aihekokonaisuuk-
sien opettamiseen ja opiskeluun. Niiden toivotaan antavan luovemman ja tuot-
teliaamman näkökulman matematiikan käsittelemiseen. Tavoiteltavaa on se, että
oppilaat saadaan ajattelemaan, pohtimaan, piirtämään, laskemaan, perustelemaan
matematiikkaa ja, kun oppilas on ratkaissut tehtävän, hän osaa perustella, miksi
ratkaisu on hyvä tai perusteltu.
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